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我 们 的 希望 ( 代 序 ) 


进行 现代 化 建设 必须 依靠 科学 技术 。 作 为 科学 技术 载体 的 
专著 ， 正 肩负 着 这 一 伟大 的 历史 使 命 。 科 技 专 著 面 向 社会 ， 广 
泛 传 播 科学 技术 知识 ， 培 养 专 业 人 才 ， 推 动 科学 技术 进步 ， 对 
促进 我 国 现 代 化 建设 具有 重大 意义 。 它 所 产生 的 巨大 社会 效益 
和 潜在 的 经 济 效益 是 难以 估量 的 。 

基于 这 种 使 命 感 ， 自 1988 年 起 ,山东 科学 技术 出 版 社 设 “ 泰 
山 科 技 专著 出 版 基金 ”, 成 立 科技 专著 评审 委员 会 ， 在 国内 广泛 
征求 科技 专著 ， 每 年 补贴 出 版 一 批 经 评选 的 科技 著作 。 这 一 创 
举 已 在 社会 上 引起 了 很 大 反响 。 

但 是 ， 设 基金 补助 科技 专著 出 版 毕 竞 是 一 件 新 生 事物 ， 也 
是 出 版 事业 的 一 项 改革 。 它 不 仅 需 要 在 实践 中 不 断 总 结 经 验 ， 
逐步 予以 完善 ， 同时， 也 更 和 需要 社会 上 有 关 方 面 的 大 力 扶 植 ， 
以 及 学 术 界 和 广大 读者 的 热情 支持 。 

我 们 希望 ， 通 过 这 一 工作 ， 高 水 平 的 科技 专著 能 够 及 早 问 
世 ， 充 分 显示 它们 的 价值 ， 发 挥 科学 技术 作为 生产 力 的 作用 ， 
不 断 推动 社会 主义 现代 化 建设 的 发 展 。 愿 基金 ”支持 出 版 的 著 
作 如 泰山 一 样 ， 答 立 于 当代 学 术 之 林 。 


泰山 科技 专著 评审 委员 会 
1989 年 8 月 
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Banach 空间 中 的 常 微分 方程 理论 是 近 二 三 十 年 发 展 起 来 
的 一 个 新 的 数学 分 支 ， 它 把 常 微分 方程 理论 和 泛 函 分 析 理 论 结 
合 起 来 ， 利 用 泛 函 分 析 方 法 研究 Banach 空 间 中 的 常 微分 方程 。 
它 的 理论 在 无 穷 常 微分 方程 组 、 临 界 点 理论 、 偏 微分 方程 、 不 
动 点 定理 等 多 方面 都 有 广泛 的 应 用 。 特 别 是 ， 临 界 点 理论 中 常 
用 的 最 速 下 降 流 线 ， 即 是 以 Banach 空间 常 微分 方程 理 论 作 基 
础 。 由 于 它 的 重要 性 ， 又 比较 新 ， 故 被 列 为 我 国 自然 科学 基金 
重点 资助 的 项 目 之 一 。 

在 我 国 ， 研 究 Banach 空间 常 微分 方程 理论 的 人 很 少 ， 到 
目前 为 止 ， 还 没有 出 版 过 一 本 这 方面 的 专著 。1985 年 ， 在 第 五 
届 全 国 非 线性 泛 函 分 析 会 议 上 ， 我 和 孙 经 先 副 教授 合作 了 
《Banach 空 间 中 的 常 微分 方程 理论 》 综 合 报告 ， 引 起 了 许多 
人 的 兴趣 。1985 年 至 1987 年 ， 我 赴 美国 Texas 大 学 Arlington 
分 校 与 美国 这 一 领域 的 著名 数学 家 V Lakshmikantham 教授 
合作 ， 做 了 一 些 研究 工作 。 孙 经 先 副教授 在 国内 对 Banach 空 
间 常 微分 方程 及 其 在 临界 点 理论 的 应 用 方面 做 了 一 些 工作 。 现 
将 国外 一 些 著 名 数学 家 在 这 一 领域 中 所 获 的 结果 ， 加 上 我 们 自 
已 做 的 工作 ,写成 这 本 书 ,介绍 给 国内 读者 。 本 书 显然 可 作为 综 
合 性 大 学 和 高 等 师范 院 校 有 关 专 业 的 研究 生 教 材 ， 也 可 供 有 关 
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教师 和 科技 工作 者 进行 科研 时 参考 。 

本 书 在 写作 过 程 中 ， 得 到 了 国家 自然 科学 基金 和 国家 教委 
博士 点 基金 的 资助 ， 特 致谢 意 。 

限于 作者 水 平 ， 书 中 不 妇 、 错 误 之 处 在 所 难免 ， 敬 请 读者 
批评 指正 。 
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* * ”预备 知识 


本 章 属 于 预备 知识 ， 介 绍 后 面 要 用 到 的 若干 基本 概念 和 结 
论 ， 包 括 非 紧 性 测度 、 中 值 定理 、 半 内 积 等 。 


1.1 非 紧 性 测度 


定义 1.1.1 WERK Banach 空间 ，S 是 E 中 有 界 集 。 令 
a(S)=inf{d> 0 15 可 表 为 有 限 个 集 的 并 ，S= U Si, 使 每 个 


S. fg Ad (S,) Ag &). 显然 ，0 <alS)<+00, a(S) 叫做 S 
的 非 紧 性 测度 〈 按 久 uratowski 意 义 )。 

定理 1.1.1 JERHWERA TAR (S, TRE PAR 
集 ，a 是 实数 ) ， 

Ci) a(S)= 0 <=>S 是 相对 紧 集 ， 

(ii) ScT=a(S)<acT); 

(111) aCS)=aCS); 

Civ) a@SUT)=max{atS),a(T)}; 

(v ) aS) = aS), HHAaS={x=az|z2€S}, 

(vi) aS+T)<a(S)+alT), 其 中 S+T={x=y+e2| 
JyES, z€T}; 

(vii) a(coS)=a(S); 

(viii) a Hausdorff jE% 


dzx(S :, S:.) max (supo (, S: Hupe, 5810 


Ee Sy 

《pl%x,S,) 表 x 到 集 S, 的 距离 》 是 一 臻 连续 的 , 即 ， 对 于 任 给 的 

e>> 0， 必 有 6= 6(e)> 0 RAE, NH TF Eh H= A NN S., 
S., REd,(S,.5,)<6, RA 

lacS,) »~aCS,)|<e, (1.1.1) 

证 (GD 一 (vi 的 证 明 见 郭 大 多 [1 ]。 下 证 (viii). f 


e> O. N= 对 于 E 中 任 二 满足 dz(S,,S,)<6 HARK 


S, 与 S,， 设 S,= J 7. d(T )< alS,) ＋ 1.25 
qm), 并 令 * 
2. (&, [3099 = esd 
(i 1, 2 9° m). 
显然 i d(Z,)<26+ d(T )<atS iD Te G= 1 72 „m). 


又 ， 由 da(S1,S,)<6 易 知 S, 2. KA 


(S:) CCS) Te. (1.1.2) 
同 理 可 证 

a(S ,)<a(S,)+e, (1.1.3) 
ff (1. 1. 2) (1. 1.3) NK, 9 

(S:) -S.) Te. (1.1.4) 
— BER Ai. C 


* N EF, I= Ca, HRA EA MEN HI, CU, E) 
* NI Eh n . r K, FHI fe - max la. 
HC CCI, E), RINE ö 
H () (act) IAH SE, (1.1.5) 
2 


ACI) ={x(t) XEN, EI) HE. (1. 1. 60 
AI. 1.2 KNHCC CIT, E) BERM, 等 度 连 续 的 ， 则 
(a) H) (H)), (6) af DD) = maxaH ()). 


证 Nik (a). NHIIE MACH (I)) SH), ER e O. 
RH= Ú H. Hd (H C ) (i- 1. 2. , m), HH 
的 等 度 连 续 性 ， 可 将 7 分 成 有 限 个 小 闭 区 间 7 G= 1, 2, , 
0 

t) —xC’) E ar WXEH tet’ EI, j= 152 ,0, 


(1.1.7) 
SS., (x(t) IH,, tE} C1=1, 2, , mj = 1, 2, 


. . AA HUD = Ù Ú S. L, 4x, „EH, t, YEI 


时 ， 由 (1,.1,.7) 式 ， 我 们 有 
(t) -t) <x) — yD + [ly yc 
Sd HTT CH) +e, 

故 (H (ID SH) e. 

Hie> 0 的 任意 性 ， 即 得 ACH (ID) CH). FIE HH NRHN= NEM 
aH)<a(Hd)). e> 0 。 由 已 的 等 度 连 续 性 知 ，7 可 被 
AEA SBIR (i.) (i 1，2 2) 所 覆盖 ， 使 得 |xGt) - x(.) 
<e 对 任何 xEH ,iEV RIL. X, MHC = Ü B, 使 


19d (B.) CH (I)) +e, f= 1, 2, m. APRML1, 2, 
* CVNH 1, 2, , MCN MARR imu atk, 
SBN REBAR. BR, PERRE. + L. {xEH [xe 
Brors P= 1, 2, %, n]. RMH, H= UL. 对 于 任何 %， 
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JEL, REI, RCN (t), Mit 

act) t,) Ce, Yet) — yd I|<e, 

(t.) - t,) [KH I)) e. 
于 是 ， 

HC) — YC (f) -CH.) Cf.) t.) 

+|lyG)—y9@||<aC(HW)) 3e. (1. 1.8) 

mA AG (L CH (1))+3e, 4 HH) KH (I)) T3. 
由 e> 0 HH NA, NH) SCACH (I)). HE a RE. F iE 
(8)。 首 先 注意 ， 由 互 的 等 度 连续 性 易 知 ， 当 ttt, to EI) 
It, daH G), Ha) 0 ， 从 而 根据 定理 1.1,.1Cviii》 知 
a(H ))-7aCHG,)), NH ()) Tf MEA N. N 此 ， 
maxaCH (HDH. 

由 于 对 任何 tela, HOCH (D, a HGD) CHI), 
ShifimaxaCH (1))<aCH(1)), 再 证 相反 的 不 等 式 , 任 给 
e>0。 “由 五 的 等 度 连续 性 ， TH NAM NAM (t.) G=1, 

„„., n) NK, E (t) -t.) Ce N H ff KEH, 
9 又 ， 易 知 ， 对 任何 ;= 1, 2, , u, 存在 分 解 
He UH? .- ), HG) = 0 H Y (, R 

d H G))<aCHG)) +e U=1,2, e, m), 
(1.1.9) 


令 
B., H 9 VCE), GH 1, 2, J 1, 2%, m). 


BR, HOD=U UB, Nie, ve Yt, t. EN ED, RIVA 


(t) — Cf /) H) — (t.) || + (t,) - yt, || 
TCO - 2, ů )). 


于 是 ， 注 意 到 (1.1.9) 式 ， 知 
d (B.) CMH G,))+3exmaxa(H(t))+3e, 
故 得 = 
acH(l))<maxalH(t))+3e, 
由 e> 0 的 任意 性 ， 世 得 aCH))<maxa(H(t)), (6) X 
证 , 口 = 

系 1.1.1 RDCEAR, MRS, Ix D> ER RH RE 

续 。 则 
alf x B))=maxa(f(t,B)), VBcD, (1.1.10) 

证 SG. (t) (t, x), H=(y,|xE€B}, MHC CCI, E). 
由 /的 有 界 性 与 一 致 连续 性 易 知 ,如 是 有 界 的 ,等 度 连续 的 ! 从 
而 ， 根 据 定理 1.1.2(2) 知 ， 

aCH(I))=maxa(H(t)), 
此 即 (1,1.10) 式 , LU 

定理 1.1.5 (Ascoli-Arzela) HCCCI, FLW RY 
FED DR, APRS, HEHHE tel. HGO) 
是 E 中 的 相对 紧 集 ， 

证 DEH, RHE CCI. E) 中 相对 紧 。 BR, NEW 
Gl, HOBE PAM RR. F iE H M A K K K . EA 
e> 0. H Hausdorff EH, FA (Ni, , K., .., X CH, 
(r., e, j N NE ff — FI. f u. (t) ET EH K 
性 知 ， 存 在 6.> 0 ， 使 当 |t 一 1 co, (t, . EI HHH x. (t) 一 
* (1) = (i 1, 2, m). M d= min (di, ö,). F 


*, MEM XCH, f Ku, NH maxa . CH H. 
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当 |t 一 | 之 6 VEDA, RNA 
lt) -t) Ct) -. (t) + x, ( ) - A. CAN] 
C O -A e. 
NH BY 9 NTA Nik. 
FAVE: BARS, F Hf N ET, HORE 
HRE., Hk n, AAR, WREE, (i) 
知 


a( H (t.) = O, viel, (1.1. 110 
HD = max ()). (1.1.12) 


于 是 ， 由 (1,.1.11) 式 和 (1.1.12) 式 得 0H) = 0 ， 由 此 ， 再 根 
* 1. 1. 10 CCI, EDI HN HN RN. 口 


1.2 中 值 定理 与 比较 定理 


i 


本 节 中 ，7= [ca, 的 ， 五 表 实 Banach 空 间 。 
定理 ].2.1 (中 值 定理 ) 设 xECCT， 瓦 ]， 且 除去 至 多 TT 
MT Ca, bb, M teCa, OCH, (.) AM CANA BR 
* C FNR). M 3 
* b) —x(a)E(b—a)oo({x’ .(#) |#ECa,6I\}). 
(1.2.1) 
证 MNT = Abi A= 1, 2, 3, , D- ((H) tea, b. 
W. fe#e>0. + 
T= (t€(a,6)|d(x(t) -d), (¢—a)coD) 
<(t-aet+e O 2}, 
pi<t 


K UC, RADE. BRaECT, NT . 令 4 一 
sup. 下 证 ACT, 事 实 上 ， 设 t. EI, 1. (t. SA). 于 是 ， 
HE, co Dr 


(t,) (a) 一 (t. — a), (t. - ae eL g= 十 1 
Pict 


i n 


<(4 一 0)5 十 8 XT ath 
I CA n 


(n= 1,2, 3, ). 
(1.2.20 


Hit, KN ((t.) I) MARE, Hf A HFTE MY 0 使 
S. ISM (n= 1, 2, 3, ). (1.2. 3) 


H (1. 2. 2) 式 和 (1。2。 3) 式 ， 知 
d (* (A) -(), (A- aco CA) — x(a) — CA—a&,|| 
<||xCt,) — xla) — Ct, - a), + HCA) - (f,) || (A- f.) UE. 


(A- Te L 27444 (A) -C HTM (A -t), 
Pr n 


n=1,2,3,"), 
令 n->co 取 极限 ， 得 
d(x(A) — x(a), (A—a)coD)<(CA—adet+e X 2 
DISA 
(1.2.4) 
BACT. 再 证 A=b, MAR, A<O. F NEF, W A= pu. H 
(1. 2. 4) K, H RRECcoD HE 
HCA) -C- (A- C (A-dDe te X 2 4—22—, 
PEA 3 


再 取 6> 0， 使 1 十 6<6 且 


lxcA +8) —xCA)) <=, lé <. 


于 是 


d(x(A+6)—x(a),(A+d—a)coD) 
<||xCA +6) —x(a) —(A+6—a)§|| 
S — x(a) (A- (AGO -C) NE 
<CA-—aete D 21 ＋e2 
CA 


<(A+d-—gete L 2, 
CN 


从 而 4 十 6E7， 此 与 4= supT FH. BACT, MI, (A) 存在 且 

x (AEcoD., Rö O HA o Cb 
CAN e dN. (1.2.89 

X, (1. 2. 4) K, H NE Eco DHA 

CD00 =e0eH Aab be, S, 2 LK. 


: (1.2.6) 
于 是 ， 由 《1.2.5) 式 和 (1.2.6) 式 ， 得 

d(xC(A+6)—x(a) ,CA+d—a)coD) 

F a). 


* (A0 ＋ 


ô 

UT T e ) 

= ||xCA+6) -d) — 8x (A) (A- a) 

SAT) - —6x CA - (Aas 

<E+C-ayete 2 z 428 
Den 2 


<(A+d—aete X 2 ， 
DLA + 


BA+6ET, ein. 由 此 可 知 ，4=b。 
于 是 
d (x() xla), Bb—a)coD) <(b—ade+e, 


再 注意 到 e> 0 的 任意 性 ， 即 得 (1.2.1) 式 。 口 

系 1.2.1 BECU, E), HRK EA H NAT Ca, b) 
„p, AteCa, MCD HHR. BHEM> 0, M (t) 
<M, tea, OW, M 

(b) — xla) M (-a); (1.2.7) 
特别 ， 车 x4(f)=0 (OREM BGR), Vela, OT, UI 
x(t) K MK, H (t) * E, via, b). 

RI. 2.2 NEC CI, E), HR KEA HNA Ca, N 
Typ, AteCa, WHC) HHR, REPRE 某 锥 ， 从 而 
PER E & ( F Aft n it Ak S I f N ff fan Fi, DS 
KHC. MN Ca, b) E H N CB a<t, St Sb X() 
* HITE DRAPE (H) s, vieCa, W. 

E DEAN. FERH., x>, viela, b) 
W. MIt, t: JN A1. 2. 1. 4 

& (Z) -& (Hi) (H: =t Jeor A EC t: M)). 

由 于 cox (f) t Elts fa NM )) CP, N &(H.) x(: EP, 
即 xaxa). U 

对 于 左 可 微 的 情形 ， 类 似 的 结论 成 立 ， 即 有 下 面 的 

定理 1.2.2《〈 中 值 定 理 ) ” 设 xEC[7T， 匹 ]， 且 除去 至 多 可 
数 集 rla, 50%, 2 tElCa, OCHOA M CHAS N 
%-(1) 存 在 )。 则 

* b) -* () ECO {x Ct) IEC a, V)). (1.2.80 

RI. 2.3 NxKEC CI, EJ, HN KEA H MAN cla, b) 
dp, Atta, WH (H) HHN. BHEM> 0 使 -() 
M, Vte(a, OW, II (1. 2. 7) KMW. E, K- (t) =, 
vteCa, W, Mu (t) % EE, Vt€(a,6), 


系 1.2.4 设 xECL1, E], HRK EA H NAT Ca, 6) 
Sp, HtEla HCN) EE HIN. XN PM Ei HE, WM x 是 
Ca, . EMM DBR x20, VSC a, W. 

RHI“ = (-i tEI) =( b, —a) 上 考察 M NK () = 
—xC—t), MHC. 2. 2E 1. 2. 1, Ff, AT N 
1.2.2 可 从 定理 1.2.1 推 出 。 当 然 ， 定 理 1.2,2 也 可 直接 证 明 ， 
这 时 只 需 代替 7 与 4= sup7 m N B T* (tela, 63|d(x(b) — 
& (1), eee D 2 KA inf Hf, X. 


HD = {x(t HEC a, W). 
对 于 普通 实 函 数 x(t)， 我 们 有 四 种 Dini 导 数 ， 


D'a) lm EEDD, 


_ 1， Ct TH -() 
Dex) =Hm. h 多 


D-x(t) In + ; 


DC- ÜD x(t) : 
参看 Lakshmikantham 和 Leela[ 1), Martint 1), RMT 
面 把 Dini 导 数 概念 推广 到 在 Banach 空间 取 值 的 抽象 函数 ， 并 
建立 与 系 1,2,2 和 系 1,2,4 类 似 的 结果 ， 

设 互 是 实 Banach EH, PEAR, MDF EES. 
wx, (q, ) E, tEla, p). 

定义 1.2.1 设 存在 zEE 使 
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lim d (SCD 一 2， P)= 0, 


3 4-0 

则 称 广 义 Dini 导 数 D+x(t)7 满 足 D+x(t) 达 zy 3 
x(t+h)— x(t) 
lim d (AERON z, Pje 0, 


i f 
MU FD. x(t) z; 若 
lim d (Ye, P) = oO, 


1 一 一 0 


WIRD xC) Sz; F 
lim d (FEDA. e, P)=0, 


4 — 0 


NU K D-X () >z. 


Ak, KE = R, P={xER'|x> 0 ) 的 情形 ， 


Drx(t) Zz e lim 


1 一 二 0 


Dx(t)>2z <> lim CTA) xc >z, 
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R ＋ 0 h 


DxD 22 <> lim 
=- 0 


D x( HDD <> lim + 


ho—0 


因此 ， 广 义 Dini 导 数 可 视 为 普通 Dint 导 数 的 推广 。 


另外， 由 上 述 定 义 易 知 . 


x(t+h)—x(t) 5 
h ipo 


xCi+h)—x(t) Sh 
h 8 


(1.2.9) 


(1.2. 10) 


(1.2.11) 


(1.2.12) 


Dx (t) Sz D D; Dx (D RE D- x() Da; 


H, (H HFH, WM Dix , (i); 
T- CO) RAE, MU D- () K (t). 


(1.2. 13) 
(1.2.14) 


I. 2.5 KPRE PRE, xeC CI, ENI = Ca, 00). my 
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x%( 人 是 [ap 中 增 函数 的 充分 必要 条 件 症 ， 除 去 至 多 可 数 集 
Ta, b), Dt, vteCa, OW. 

证 必要 性 显然 。 下 证 充分 性 ,。 KT =I R= 1, 2, 
3, „), Dix) , yi€la,b\\r, Bika <t,<t, <b> 
* (11) S (f:). F Mik, RER =a, t: bf EEE. H 
给 e>> O. + ， 

T= (t€(a,b)| d(x) =a Peete > 2 
RN, ae, NTA. SA = supf. R(t) EK ik, 5 N 
1.2. 1 ZE, HAAT, Fi =b. MAR, A<b, N NEF, 
Nn A= pn, ROD 0 HA d cbH HAT d) -C Ce-. Y, 

d ((AT d) -& (a), P) 
SHA LO - (xd) — x(a), P) 
<e2"+(A—aete E 2 

DIA 


<(A+d—aete D 27, 
DLA +Ò 


WA+SET, IK A= supT FR. BACT, HD Y A, 
HI RU 0 HAN b H. l 
x(A+-n)~—xCA) e 
d arma P), 


Tit, 存在 yEP 使 

jeta sy | <e, (1.2.18) 
X, 取 序 列 y,EP 使 

d (x() -& (d), P) = lim -) . l. 


(1.2. 16) 
注意 到 70y . EP, 由 (1.2.15) 式 ， 得 
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d(x(A-+n)—x(a),P) 
<||xCA+n)—x(a— Cay v. 
SKA - nyl + leh) Ca) — y) || 
ne -* % -, (n 1, 2, 3,0. 
令 4~> oR, KRA (1. 2. 160 K, 10 
d (X (AT ~x(a),P)<net+d(x(d) —x(a), P) 
<net+(A—@ete L 27 
DISA 


<(Atn—aete E 27, 
PEA HN 


故 4 十 IET， 此 也 与 4= sup7 了 矛盾。 于 是 ，4 一 0， 
d(x(b) 一 %(a)， 忆 ) 委 (一 0)e 十 2。 

由 e> 0 的 任意 性 ， 即 得 d(x(C6) 一 xCa)，P)= 0， 故 x(6) 一 
& (d) EP, HCD X(). U 

RI. 2.5 NPME PRE, xec, E). MC) & Ca, b) 
中 增 函 数 的 充分 必要 条 件 是 ， 除 去 至 多 可 数 集 厂 CCa, 6 dp, 
有 D+x(t) 之 90，VtE[La,bi\T。 

定理 1.2.4 PREPRE, xECU, EJ. Mx (t) Ca, 
中 增 函 数 的 充分 必要 条 件 是 ， 除 去 至 多 可 数 NT Ca, b) 
yh, HD) , vtela,b\r. 

证 定理 1.2.4 的 证 明 与 定理 1.2.3 的 证 明 类 似 ， 故 从 略 。 
RA ABH, KH, RET, fe + T*={t€la,b)|d(x(b)— 
ae D 2 tate els. 口 


RI. 2.6 NPN Ef AAk, xECU,E£), Wi xla, b) 
中 增 函 数 的 充分 必要 条 件 是 ， 除 去 至 多 可 数 集 厂 CCa, 86) dp, 
NH D.-x (t) , VteCa, M. 
HER, (1. 2. 13) K (1.2.14) KA: K 1. 2.2 HM K 
13 


1.2.5 直 接 推出 ， 系 1.2。4 可 从 系 1.2.6 直 接 推出 ， 

下 面 我 们 将 要 建立 本 书 中 经 常用 到 的 普通 常 微分 方程 中 的 
几 个 比较 定理 。 

31.2.1 ACER PRIM, CCG, R). thu, w 
ECC (to, to Ta), R.), (t, vt DEG, G, u)) e Eltos 
total). & 


v(to)<w(to) (1.2.17) 
. H. E (to, to tay 

D.v@)<gt,v@)), (1.2.18) 

Dwli get, wt)) ; (1. 2. 19) 
则 有 

vitd<wt), YVtEltosto +a). (1.2.20) 


证 设 (1.2.20) 式 不 成 立 。 令 
Z={tElto sto Ta) t) S (f)), 
MZ. Sti inf z, (1. 2. IDRA. <t HH 
vi, =w), (1. 2. 210 
(t) Ct), tECto, 10. 
A WALO, ti +h>t oA 
o tA o) >a thw) f 


这 表明 
D.vG,)=D_w,), 
利用 (1.2.18) 和 (1。.2.19) 两 式 即 得 
fi, (t: D (t:, uf. )). 
K (1. 2. 21) KR. U 
KI. 2.1 显然 ， 如果 把 (1,2,18) 和 (1,2,19) 两 式 换 为 
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D_v@)<gCt,v@)) 
D_w(t)> g(t,w(t)) 
CVEEC a ,to 十 a))， 则 引 理 1,2,1 的 结论 仍然 成 立 ， 
设 r() 是 常 微分 方程 初 值 问题 
u’ =g(t,u), u(to)=uo (1.2.22) 
(e CCE, R), GRR PWRIFR, uER')E MFC stata) 
上 的 解 。 如 果 对 初 值 问题 (1.2.22) 的 定义 在 (toytfo 十 oa) 上 的 任 
何 一 个 解 u(i1)， 都 有 
u@)<r@), ViEltosto Ta), 
WN Pir CO) Fe PULL. 2. 22 H RX. BH, H NN N 
小 解 的 概念 。 
引 理 1.2.2 K CC(RO, R.), EPR, At, WER’ |t = 
t<tyota, |u—us | <b}; 又 设 存在 M> O, 使 
Yet, u) ISM, Vt, u) ERo. 
则 初 值 问题 (1.2.22) 存 在 定义 在 (to'to 十 c] 上 的 最 大 解 和 最 小 


证 令 0 <e<2， 考察 


u’ = gt, u) Te, ulto)=uo te, (1.2.23) 
则 根据 Catchy 一 Peano 定 理 , 初 值 问题 (1.2.237 有 定义 在 [fo， 
total bi fiutt,e), 40 Ce Lei Se, M 

u(to, e: <ulto,e), 

u (t, e:) = gt, u(t, e:)) Tes, VIECHo, to tal, 

u’ (1, e:) = t, u(t, e)) +e, 

get, uct, e)) Tea, ViECiosto ta), 
15 


根据 引 理 1.2.1， 有 

(t, e:) Cut, e:), VECH sto +a), 
R HB (e,), fe 

0 T. Ce, C.. Ce C Ce, 

E> 0, 

则 有 

Tut, e,) C.. Cut, ez) Cu(t, ei), 

VtElty sto ta), (1. 2. 24) 

HT {uG e,) Y NH NN RN MN, MH (1. 2. 24) K 
知 存在 r(bD ;Cio f T R, HN ECG sto T, —MA 

limuct, e.) r(t), 
显然 "(1,) 二 wo。。 岂 g 的 一 臻 连续 性 知 对 fete, tea), N 

limg(t, u(t, e.)) = get, r(t)). 
ERANG e 

u(t, e) = uo 7e. , 90s, uCs,e,)) ds, 

to 

EARP no, Hf r(t) WIE I (1. 2. 22) 的 解 。 下 证 
r HNA (1. 2. 22) N NN NR. AK. E, Nu HI 
题 (1,2,22) 定 义 在 [to ,to 十 4) 上 的 任 一 解 ， 则 

ulta) = Uy Uy HE, H(t 5 en), 

u’ (t) gt, u(t)) +e, 

u“ (t, e,) (t, u(t, e.)) Te, 
根据 注 1,2,1， 有 

ut) Cult, e.), VEELE sto Ta). 
Sn o, Nut) r(t). MC RH A(1. 2. 220 f K 大 
解 。 同 理 可 证 初 值 问题 (1,2,22) 有 最 小 解 。 口 
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如 果 初 值 问 题 (1.2.22) 的 一 个 饱和 解 在 其 最 大 存在 区 间 上 
又 是 最 大 解 ， 则 称 该 解 为 初 值 问题 (1.2.22) 的 最 大 饱和 解 。 同 
样 可 以 定义 最 小 饱和 解 。 利 用 引 理 1.2.2 和 常 微分 方程 延 拓 定 
理 ， 可 知 下 列 结论 成 立 ; 

引 理 1.2.5 RS NHR IE f, CCG, Ri), (to, uo) E 
G。 则 初 值 问题 (1,2.22) 有 最 大 饱和 解 和 最 小 饱和 解 。 

下 面 两 个 定理 在 本 书 中 经 常 被 使 用 ， 

定理 1.2.5 EGER PHAR, CCC, Ri), (to, uo) E 
G. Rr G0 IHA (1. 2. 22) KX, A A NXT 区 
H YC to, to ta). KCI, ti Crtoyt Ta), NU T eO 0, 
使 当 0 <e< so 时 ， 初 值 问题 

u’ = gt u) Te, ulty)=u,te (1.2.25) 
的 最 大 解 r(t，2) 在 [f，# ) 上 存在 ， 并 且 当 e-> 0 + 时 r(t，e) 在 
(to, ti) E. KRA Fr (i). 

证 RG. NR RIAA, GcG, 3 H M tEh, ti), A 

(t,r(t))EGo。 不 难 证 明 必 存 在 b>> O, EHER teCto, 11), 


0<e<d, 集合 


Ri={(t,u)ER? HSITD u- (ra) +) | <b} 
(t, u)] SM, Vt, u) EGO. 


因此 ， 对 任 给 ECto， f.), o Ce, G, 0e RtEf 
oct. tel SM +2, 


M 1. 2. 2, MIA NA (1. 2. 250 H KX ra, e) 在 Cho, 
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fo 十 9] 上 有 定义 ， 其 中 
ae 2b 
n= mindo, Tb 
He 无 关 的 常数 。 利 用 引 理 1.2.2 的 证 明 方法 ， 并 注意 到 最 大 
解 的 唯一 性 ， 可 知 对 tE[to ,to 十 一 致 成 立 
limr (t, e) (H). 
这 表明 
limr(to tn,e)=r(to +n). 


取 0 <e g, K 0 <e<e, hf 
rto 十 798)<r(fo 十 9) 十 2 
M R, (ec 代 准 前 面 的 R，， 重 复 前 面 的 证 明 可 知 必 存 


tot” 
在 s:<si， 使 对 s<e:， 初 值 问题 
u’ 一 90CtUD) 十 8，2(to 十 9) 一 ”fo 十 人 十 8 
的 最 大 解 7 (1,e) 在 [to 十 ,to 十 2n) 上 存在 ,并 且 关 于 tECto +n, 
fo 十 27] 一 致 有 


lim F (f, e) r(t) 


Ne Ces, XX. 

rt, e) = F (t, e), ViElio tn, to 72), 
A Kr (t, e MIH IN (1. 2. 25 ICH o, fo ＋ 250. EH NX, 
FF Elbo sto 十 27] 上 一 致 有 

limr(t, e) r(t). 

重复 上 面 的 证 明 有 限 次 ， 即 知 存在 菜 自然 数 4 及 eo 二 e,， 使 
(to, ti JC Lto sto nn), f. H. O <e<e, 时 初 值 问题 (1.2。 
250 H&H (t, DE ti JEFE, HAF tE, 10 E~% 
有 
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limr(t, e) r(t). 
定理 证 完 。 口 
定理 1.2.6 HCER' HEF, JECCG, R.), (to, uo) 
<cC。 设 初 值 问题 (1.2.22) 的 最 大 解 为 rh), HARK 存在 
KEAC osto Ta). BWmMAECC sto +a) RWE: (t, ma) 
SG(vteCto, to ta); mlto) 志 wo， 且 对 四 个 Dini 导 数 中 的 某 一 
个 ( 记 为 D) 有 
Dmet) St, mCt)), VteCto, to Tao, (1.2.26) 
其 中 六 是 [toyto 十 ao) 中 的 一 至 多 可 数 集 。 则 必 有 
m(f)Er(f), VtECto, to Ta). 
证 定义 


„ n 90, (S)) ds. 
to 


由 (1,2.26) 式 知 
Dh@)= Dm(t)— et, m(t)) O, 
VIElty to Ta). 
M1. 2.3, K1. 2.5, 1. 2. 47 A1. 2.6 (CE = RI, 
P={xER'|x>0}, x(t) = -H), WHEL, to +a) E, 
At 是 减 函数 ， 从 而 
DAG) = D_m@) - gt, mS 0 
Veto, to Ta). 
因此 
D.m@)<9Ct,mt)), VtElto ,to +a), (1.2.27) 
任 取 tr， 使 i。<r<to 二 a， 根据 定理 1.2,.5， 初 值 问 题 (1.2.25) 
NX Hr (t, e) Re N NHC, T). ETF, 并 且 在 [t。， TIE 
一 致 有 l 
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um 
由 (1,.2,27) 式 及 引 理 1,2,1 知 

met) rr (t, e), ViElto,t) 
在 该 式 中 令 e> 0+, BM MC) r (Vie(to, r)). 注意 到 
rECto, to T HN, MN 

met) Sr), VtEIto, to ra). 


1.3 半 内 积 


设 玉 是 实 Banach 空 间 ，x,yEE。 考 察 范 数 | ,| 在 点 x 沿 y 
的 方向 导数 ， 即 


C, v = limax, yi, (1.3.10 

(x, yJ-=lim(%, yas (1.3.2) 
这 里 

(x, M Alx H hol leſh. (1.8.3) 


5121.3. 对 任何 x,yE 匹 ， Cx y) lx -F NE (是 
有 限 的 数 》， 并 且 [%x,yj+ 是 上 半 连 续 的 《关于 x,y), [xy]- 是 
下 半 连 续 的 。 

W MIkCx, vH O CHC Too, & O) H. 
设 0 A. <he B= 1 l, MO<P<1H 


xthiy=x+ 1 -HD. v = HAT (1 pst hy), 
于 是 


Cx, 5001 = 二 (x+ 和 中 一 ll 
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= -C- HC THD Hl 
<j S 1 -HD T RHI) 


(Ho- DE Cx, 93h 


RW n, Wie. hi T IO (x, v0 S, v). NK H 0 
lz. Sh=min(—h,,h.}. HT 
2\lx\|=llx+hy+x—hy||<|lx+hyl|+\lx—Ayll, 
MAC, yY Ja Cy 从 而 由 以 上 所 证 ， 知 
CX, A1 SOX, SCX, SCX, yz 
CX, v. 关于 /是 增 函 数 的 结论 获 证 .由 此 可 知 ， 极 限 (1.3.1) 和 
(1. 3. 219% KEAH MN, f. H Cx, )- (x, N 
MR (x.), (% CE, x, „EE, xk. k, vy. MH O, 
我 们 有 
Cryd SAC lees hy. — la. I), n= 1, 2, 3), 
两 端 取 上 极限 ， 得 
Tim ca., „0. -e. Cho lis), VAD O 
再 令 h> 十 0 取 极限 ， 得 
lim C., YJ Cx, y+. (1. 3.40 
ERR, 5), . EEA. Hk, BER 到 (x, 50 
Cx, 一 yJ+， 即 知 [x,y]- 是 下 半 连 续 的 。 口 
引 理 1.3.2 [x,y]: 具 有 下 列 性 质 ， 
Ci) (x, y- (Cx, „); (ii) Cx, v0 slys 
(iii) Cx, „). — (x, z. sy 一 zl 
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Civ) (xy =- (x, 9) Mlay] 

Cv) (S, ry). = rCx, 02, Vr O, s 0; 

(vi) (x, ax) af, VaR; 

(vii) Cx, y +z) Cx, r T Lx, 2345 

(x, „TZ J- (LX, „-T (, 20- 

(viii) Cx, y +2) Lx, „iT (x, 2), 

Cx, TZ-S (N, - ＋T Lx, 2 J 

(ix) (x, T = Cx, Y Ta, YaER , 

Cx) tx, Ca, 0) >E, met) & (t), HN REl, b), 
*/ (t) EA (x, OA RB, x MEEF N), N ma (t) 必 
FH, Hm. (t) = Cx (H), x (H) JA. 

证 Cx, WILE, NN (i) (vi) NW. (vii) 由 不 等 
式 


LC Ya) Elet hyl l C abe 
直接 推出 。 注 意 到 
ethyl] <A xt 2b e) . label, 


得 (*, y (x, ) Ns 一 2]+ 一 [% 2 十 2]+ 一 [Xs 2]-， 
由 此 推出 CYiii) 的 第 一 个 不 等 式 。(viii) 的 第 二 个 不 等 式 可 类 
似 地 证 明 。(ix) 从 (vi 一 (viii) 直 接 推出 ， 因 为 

Cx, y Foxx y) T (x, a, Cx, y+ Ta, 

ca, y tax CA, Cx, a. (x, y) Tala. 
HTE (x, y αα . Cx, y- TH. NN IE x). 
我 们 有 


ent- A (lect) HN 
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= |a + Adley thx ‘COD | 


<| ataa O |> 0 „RH TOR. 


由 此 可 知 m, (t) CY), x. Cao & fl . H GE m- (t) 
((f), x (t)). U 

EXT. 3. I XE TKBanach EI, EK ENA N N. 

MCE, + 

Jx={fEE* f= |x =. (1.3.5) 
SRE E2 RE* HST BRB) WE 的 
正规 对 偶 映 和 象 〈 会 见 郭 大 钧 [ 1 I 。 易 知 对 任何 xEE,Jx 二 4， 
AN L., BOC JO. Ax. H Hahn-Banach 定理 知 ， 存 在 
foEE* 使 |f of= 1, Fo( &) = HAI. FN, FNF oJ x. 

M, YER, RIIS 

(x,y) = sup{fCy)| fE x}, (1.3.6) 

(&, y) inf (FCO EIN). (1.3.7) 
(xy)+ 和 (xy)- 叫 做 元 素 x,y 的 半 内 积 。 由 

F F- lehla fer 
即 知 (x,y)+ 与 (xy)- 都 是 有 限 数 ， 且 

=x yl (, -(, ). xl · H. 

EN, E= HN AK Hilbert HH, J A HH IN, HJ 
=x, YxCH (SBRAKH(1). TH H (1. 3. 60 K 与 
(1. 3. 7 KAI, (x,y) = (x, y) = (K, y). MBanach 2E N Py 
半 内 积 (x,y): 是 Hilbert 空 间 中 内 积 (x,y) 的 推广 。 

引 现 1.5.5 Ex, „EE, ICI, N 
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hæl · Cx, Y). (Y) ll Yy. (1. 3. 8) 
证 对 hER!， 我 们 有 
ACO = (X) -F (XT HY) x)’ HF- HA hy 
=- HI [e+ h 
-H TY). (1.3.9) 
FTE, 44> 0 时 ， 得 
FOK letky leaa lel), 
令 p~> 十 0 取 极 限 ， 即 得 
Fx, „DH. (1.3. 10) 
当 h<< 0 时 ， 由 (1,3.9) 式 得 


{ME A xha- aD Cle Ay + lz), 


&h-> — 0 即 得 
F Cx, v) · N. (1. 3. 110 
MIN, H (1. 3. 10) K (1. 3. 11) K HA (1. 3. 80 K. U 
II. 3.1 HH, „E, A 


(, 0 =I Cx, „), (1.3. 12) 
If H | 

(x, y) = max JO 0 FEIJ x}, i (1.3.13) 

(xy) = min FC Y HFI). (1.3. 14) 


E 由 (1.3.8) 式 ， 我 们 只 需 证 明 ， 对 满足 [x,y]_-< 4 = 
Cx, HN HH AER, DASSE, E 
f(y) =. (1.3.15) 
下 证 此 结论 。 可 设 x 与 ?线性 无 关 。 事 实 上 ， 假 定 存在 不 & 为 
等 的 实数 c 与 0 使 wx 十 By 一 9 BAS O, My wax, X A= 
24 


aillxll， 显 然 对 任何 fElxC1.3.15) KN 立 ; A B= O, Il 
a0, Kitt x=, NH N H f fE€Jx HFI = HN = O, M 
(1.3. 150 K H MX. 
4G={z=ax+fy|c€R', PER') (EB, x, „H 
的 ) ， 则 GG 是 EE 的 二 维 子 空间 。 现 在 G 上 定义 线性 泛 函 fo 如 
F; 
Fo(Z) a TA, yz=ax+8yEG. (1.3.16) 
8 H= O, W HAS PCX, ). (x, Byl FA<0, W PAS 
Cx, ). plx, - . = (x, Py] Fie, HH DER, N 
Foz) A + BA<al|x|| (x, BY. 
(, * BY a =, 
在 上 式 中 以 一 z 代 2, XN Fo (Z) Ale. K Fo (Z) Il, 
YzeG, MM Fo ARRERA, H Fog 1 。 另 一 方面 ,在 
(1. 3. 160 Kha = 1, B=0, Fol - Fo) ., 
Mf oli. Bef ol= 1. M Hahn-Banach 定理 ， 
存在 f1EE* 使 |f =f oll= 1 HN H HAEG AHF = fl. 
BS FNF SE, W I= ll E TC) = Ce = 
foc) = lx. BETS EJ. (I. 3. 160 $ a= O, p= 
1, HF (Y = HAF C= llf anA. (I. 3. 150 KM 
3 
由 定理 1.3。.1 以 及 引 理 1.3.1、 引 理 1.3.。2 即 得 下 面 的 
定理 1.5.2 半 内 积 (x,y): 具 有 下 列 性 质 ， 
C1) xy Ex ) (ii) [(X, „ I= 
(iii) («, Y). (x, 20 [xf ly zls 
Civ ) (x,y) = - (x, - Y). — (-x, = 
Cv) (sæũ, ry). = Sr(x, , sg O, ræ 0; 
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(vi) (x, ax) : =, VER; 
(vii) (&, „T Zz) Y S (x, (x, 20 T1 F 
(&, yt2)-2(4%,9)-+(%,2)-3 
(viii) (x,y +2). (, 9), (x, 20; 
(K, y 2D (X, )- ＋ (K, 2071 
(iv) (x, tax) = (&, Y); THα “, VaER's 
Cx ) Ru: Ca, b E, met) f), n Hf), 
HN NTS (a, b), x (ö) AA, M m (OM ne (t) 都 存在 ， 且 
met) m (t) (x(, x (T) (ö) KCI), & (H)). 
(xi) (x, EEA, (x, - PPB. 


1.4 附 K 


1.1 中 关于 非 紧 性 测 度 的 内 容 选 自 Lakshmikantham 和 
Leelal 2 ] 以 及 Deimling[ 1 ]。 与 此 有 关 ， 可 参看 郭 大 钧 (1)。 
1,1 中 介绍 的 是 按 Kuratowski 意 义 的 非 紧 性 测度 ， 此 外 还 有 按 
Hatusdorff 意 义 的 非 紧 性 测度 ， 其 定义 为 r(CS) 一 inf(6> 0 |S 
可 被 有 限 个 半径 么 6 的 闭 球 所 覆盖 }。 两 种 非 紧 性 测度 的 关 系 
far(S)<a(S)<2r(S), (S) HH Mal RUN M. 1.2 
中 有 关中 值 定 理 的 内 容 选 自 Martinf 1 ]， 比 较 定 理 取 自 二 aks- 
hmikantham 和 和 Leelal 1). 应 当 指 出 ， 如 果 将 厂 是 可 数 集 换 成 
是 测度 为 零 的 集 ， 则 定理 1,2,1 不 再 成 立 。 这 是 因为 我 们 可 
以 作出 这 样 的 连续 且 严 格 增 的 函数 x: (O, 1) , E M 
x(0)=0, x(1)=1, Hx’ (1) = O p. P. FIECO, 1) 

(参看 陈 建 功 C 1]) 。 另 一 方面 ， 即 使 XEC' (J, E), RAE 
RIA, NINE MTF AE aS Ab Kk C -*) =( 
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x’ (S). Blin, NE = RI, c=0, b=2r, x(t)=Csint, cost), 
则 x(C2z) 一 xC 0 )=C0 ,0)， 但 对 任何 1EC 0 , 24), 27x) = 
an(cost, 一 sinf) 太 (0 ,0 )。1.3 半 内 积 的 内 容 选 自 Lakshmi- 
kantham 和 Leelal 2 ] 以 及 Detmling[1]. 和 本 章 有 关 的 内 X, 
还 可 参看 Deimling[ 2), Lioyd( 1), 
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kk 


第 二 章 ”Cauchy 问 题解 的 存在 唯一 性 


NEM KBanach HI, K Cauchy N 
x’ (i, x), (HO =, (2.10 
He fectlxD, E), DCE, t.€l, x ED, IXRI 中 NN N 
WH. 容易 看 出 ， 初 值 问题 (2.1) 与 下 面 的 积分 方程 等 价 ; 
x(t) = 29 +f) f(s,x(s))ds, (2.2) 


2.1 近似 解 与 解 的 关系 


AF, Ei Ro=(to, tota)x B(x, b), 这 里 ca> O, 
b> 0，B(CxoD) 一 {xXE 瑟 1||x 一 xol| 和) 
定理 2.1.1 WfECCRo,H), RHO <c 生 cxECICCt 
total), BCxo,b) JH E 
Xa (t) (t, I)E YE) x. (o) , ly Se., 
VtECto, to taj, (n= 1, 2,3), (2.1.10 
其 中 st>> 0, & 70, „, CCCHo, to ta) E). 如果 
x, (t) — &) I O u. c. VSC Ho, fa), (u- (2.1. 2) 
(u. c. X — MEK HN), NEC CCto, o ta), B(x ,)), H 
& (ö) =(, x(t)), X10 xo, VIEL sty Ta). 
(2. 1.3) 
证 (2. 1. 2) K R NxECCCto, to Ta), B( x0, 0 J. 1 H 
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HEREC o Ta), RNS 


Fd, 1) ORE ft sat IC). 
很 明显 


ti 


lim Fe(t, n), (ti) ~ ft galt ))— Ces )=0, 
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un (r, n= AOR IL ft c.). (2.1.4) 


Her 0 。 存 在 6,> 0 使 
lf, ) At, x(t)) KA, 


Vt til <8: lz (Hf) <å. (2.1.5) 
WN, t 
e, LË la. (-C. Vn N, tecto, to- ta), 


(2.1.60 
再 取 6> 0 H&G c=, H 


laat , ylit]. (2.1.7) 


由 F(t,n) 的 定义 以 及 (2,1.1) 式 ， 有 
* ) Xt (- iD x, = G—-t)FG,n), (2.1.8) 
RSE N=. 1 E 
PELLE) -. (1) — (f- HI) &. (900 
x. (t) x, (t:) — Ct —#, x. (Ii) l, 
并 令 t) = (t)) Cf.) C4,’ (I)). FE WD = 
./ (i)) -.! (fi)), Mil 
lx. (t) , (1) — (fi) LAE (fi) I= 9) — f:) 
=p (t- i) , (1) -K, (I)) ( — 1) 
Sl · lx. () -, (10 + 站 一 二 | 
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= jæ H . [Nt A, 
其 中 上 Pett, ZH. HE, KE (2. 1.8) K, A 
Fet, n) Sl. HD-. (ti) l, fi I St. (2.1.9) 
Mn>N, O < 之 lt 一 | <k}, H (2.1.7) A (2. 1. 6) IA 


Cf) — xt, || < 7? PORNO — CF) |] EG, 


一 xp dn, MHR (2. 1. HMC. I. ) KN 


FG, n). () -, (H:) 
=, x. ()) + yD — fs x(t. )) — yt) 
S, x. — EE xt. )) HT MFG xt.) 
— f Cti sX |] 2e, 


e. ce. (M, o SI i-ti cc). 


Mikn—> co 取 极 限 ， 并 注意 到 (2.1,4) 式 ， 得 
ee ee ee FU, ah)) Se, yo <li-nl<o. 


Fa we Hy Sane’ (f.) NH. 
x’ fC xf: )). 
由 i1ECtosto 十 a) 的 任意 性 ， 即 知 (2.1,3》 式 成 立 ， 由 此 又 40 
xEC' Clty to ra, B( x, 00). U 
2. l. I 若 将 条 件 (2.1.1) 式 换 为 
Kner J= (t, x(t)) FIED, , (fo = X09 (f) Ses, 
vteCto, to Ta), (n= 1, 2, 3 .), (2. 1.10) 
而 其 他 条 件 不 变 ， 则 定理 2.1.1 的 结论 仍 成 立 。 
证 证 明 与 定理 2,1,1 完 爹 类 似 ， 只 需 改 换 F(t, n) 的 定义 
如 下 ， 
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Fa, nya Set Dmt Gy AG,, (:)) fi). U 
1 


2.2 解 的 存在 唯一 性 


定理 2,2,1 Cad fECl(R, E) HUF (t, x) IM, Vt, x) 
CRO; (b)geCCCto, to Ta (0 , 00, R JH. O S gt, u) Mi, 
VtElto total, 0 Su =; Rot, O) = O, gt, 4) 关 于 4 是 
增 函 数 〈 即 fo St Sto Ta, O <u,<u,.<b>glt, ui) Soc, 
ui))， 并 且 普 通常 微分 方程 初 值 问 题 

u“ gt, u), ulto)= 0 (2.2.1) 
CT o, to t ERA Hus 05 coilf,.)—-fG,»)||<oC, 
lx v), Vet x), (f, y)ER Ble- v b. 
则 Cauchy 问 题 (2,1) 在 [to, fo talk N A ME — MKC 


che, te e), Blas, ), KR mine, I PO}, 并 且 ， 
NF i 
& O0) So, Natt Ea, f(s x, (S)) ds 
to 


(n= O, 1, 2,0, (2.2. 2) 
Cto, to TI. NN N Fx), 
证 由 (2.2.2)， 用 归纳 法 易 知 
llari (t) o b, VtECfo, to T), n=0,1,2,%% 
N. EC (Co, to Ta), B( x, 00 JH 
Kats CH= (t, x(t)), x. (o αο (n= O, 1, 2) 
(2.2. 3) 
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— 


max. M.), Ha- min ſo, 2) fei fer xlr t. 


ed +a; 
E 
thea 0. g(s,u,(s))ds, te St te +a, 
0 


(n= O, 1, 2, ). (2.2.4) 
显然 


u) =f 9(s,uo(s))ds<M Ct uld, 
10 


VtECto, to ta), 
F, IHK AF KEN of, uuf % H , Ban 
0 Su, (Hf) SA, f) Sb, VECto, to +a), 
(n= O, 1,2, ,). (2. 2. 5) 
KA lui (t) =I, u, (t)) Mi, MHH Ascoli-Arzela 定 
ER (2. 2. 5) KA (u. (t)) AC to, to ta) 上 一 致 收敛 于 某 连 续 
M Mu(t), H. 


u(t) =| (, u( S)) ds. (2. 2. 60 
to 


由 此 可 知 4EC CCto, to Ta), CO, 00H MH (2. 2. 1) 
PSR. HN RECO Hut) 0 。 我 们 有 


(t) -o Cf) ee, to uch. 
It) - xi (Hf) KA- 1 (f), II HH K TE (o), 
IH C4) —2e,C4)]| <| Ce, ae Ice, au, (ds 
<i ce, lac (de 
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<f (s, -i (s))ds=u,Ct), 
to 


故 由 归纳 法 ， 知 
lari (f) — &, (f) Au, f), Elo, fota), 
(n= O, 1, 2). (2.2.7) 
由 此 又 知 
H. 1 () -*. (t) H= HA (t, x. (t)) - fC, x1 I 
SJU, lx, (t) - ; (H) IH) Sf, u (t)). (2. 2.8) 
Nm n. MZ (2. 2. 8) K H(2. 2. 50 K, 14 
l. (t) -&, (t) 
(t, x- ()) - FG, x(t)) HT Hf, x(t)) 
fE, x)) | AUF x, (t)) — (t, xi (f))! 
St, u. (t)) Tf, x(t) -* (t) I) Tf, un- @) 
SICE, lx, (t) - * t)) + 290f, 4,1 (f)). 
对 于 任 给 的 se>> 0, HFI, u. - 1 ()) — KH F & (n , 
存在 N， 使 
DHA A,) ,- (t), CII 
<glt, lx, (t) - f) e, Vm>n>N. 
这 里 是 Dinl 导 数 。 由 此 ,注意 到 lx. (to) - * (oO = O Te, 
应 用 定理 1.2.6， 知 
,t) -* (H) ||<rt,e), VEELE to +a), 
mænæ N, (2.2.9) 
Hor? oO Mee 
| u’ = t, u) re, ulto)=e (2. 2. 10 
的 最 大 解 。 再 根据 定理 1.2.5, 知 : 当 e~> OW, (t, e) tO t 
to 十 a 上 一 致 收敛 于 问题 (2,2,1) 的 最 大 解 u(t) 三 0 。 由 此 ， 再 根 
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FE (2. 2.90 KH (CA) FECT ,to 十 4) 上 一 致 收敛 于 某 连 续 ( 抽 
K) MALG). 于 是 ， 注 意 到 《2,2,3) 式 ， 应 用 系 2.1,1， 即 知 
XEC1[[to total, BCx, DJELE REC, 10 HN. 

N IE N N E AE, RYO. Ct, tota) 上 的 
-. met) = (f) -t). Wm = O H. 

D* mG) f -y =E, (t)) (, t)) 

Set, x(t) —y@ =, m@)), 

于 是 ， 根 据 HH 1. 2. CC) - Yet) Su = o, VEL, 
to Tag, KAC) = 0 是 问题 (2.2,1) 在 [to, f TE HN R X 
M. H Ent) S). U 

系 2.2.1 KFECC RO, E), (t, x) ISM, v, ERs 
并 且 f 满 足 Lipschitz 条 件 ， 
WEED (t, SLs — yl, VG, x), EYER, (2.2.11) 
KHL =const. > 0 。 则 Cauchy 问 题 (2.1) 在 [Co, fe Ta ER 
A e — f x CiC (to, tota), B( x, 0)), 这 里 a=min 


fap ENRERE. 2. 2 C, tta) -Bk 


Fx), 
证 在 定理 2,.2,1 中 取 g(t,w) = 二 Lu 即 获 证 , xM = Lb, 


从 而 a= minfa, z2- H, U 


注意 ， 由 系 2.2,1 我 们 看 出 ， 定 理 2.2.{ 中 的 条 件 (8) 与 (c) 
是 比 Lipschitz 条 件 更 为 广泛 的 条 件 。 | 
在 /满足 局 部 Lipschitz 条 件 下 ， 我 们 还 可 获得 下 面 的 解 
的 延 拓 定理 和 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 定理 〈 证 明 参 见 郭 大 钧 
(19. | 
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2.2.2 RUBE PHAR, fEC(R'xU, E) HN 
满足 局 部 Lipschitz 条 件 〈 即 对 任何 点 ( x)ER:xU， 都 存 
. NN. Alff AN. S., E FCG, X A J. X S. 上 关于 x 满足 
Lipschitz 条 件 ) ，xoEU 。 则 Cauchy 问 题 (2.1)? 的 解 必 可 唯一 
地 延 拓 到 某 最 大 区 间 [f ). E (H ), H. # n<+ m H. 
limx(t) Eg, WYA x*EOU (OU RU H A A). KN 
K (2. DRMR. 

E 2.2.3 设 U 是 E 中 开 集 ，fECCR! xU，, E) 且 关 于 % 
满足 局 部 Lipschitz 条 件 ，xo€EU 。 设 Cauchy 问 题 (2,1) 的 饱和 
解 为 x(t3to,%o)， 其 最 大 存在 区 间 是 Cto, nto, %0)). 任 给 
to <6<m(toxo)。 则 对 于 任 给 的 e>> 0 ， 必 存在 r> 0， 使 当 
* ES (Ko, T) = {KEL | |x- x| <r} ht, MAN x I> PA 

eC fo x10 -& (H;, xo || <E, VIELE 8); 
HIEREN, MN oH, xlt) 在 (fo, 6) 上 一 致 趋 于 
& (Ito, xo). 

2.2.1 考察 一 阶 偏 微分 方程 的 初 值 问题 ， 


Ou, !) 
— > FG u, ), (2.2.11) 


UC% fo) =u. (x), 
Ferpuy(*)EC(le,d), Ri), FECCCto, to +a)x D, R.), D= 
{vER' AxEC o, d) Hue (&) - Y <u (x) tb} b> 0 。 WR 
fau) & Fui Lipschitz, 
[fCt,u)—fG,0)|<Llu—v|, VEE ,to +a), 
u, VED, 
则 存在 O Ca a, IE MHH NA (2. 2. 11) m Ce, dJ * Ct, tp ta) 


上 具有 了 唯一 解 4C%, ) (ux, t), -os D 均 连续 ) HH, # 
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NN II 
i #)=u,(x), 


Unt, (& i) = 1. T FCs, u, (&, s))ds 


102 0,1, 2.) 
Co, d) x Cty tp TE By RK FAu(x, ). 
证 RE, (2. 2. 110 MNVBa nach NE =Ccco, di, 
RRO, 


4 , O, uty )=uo, (2.2.12) 


Hrput)=ult, &) CCC, d), R.) (H), uo=u (x), % 
G w) EC, to Ta BCA, bt, RNA 
/. ) max] fC, wex) 
Smax (F (t, v), v) ECt, ,to +a) xD}s=M, 
故 系 2.2.1 的 条 件 满足 ， 从 而 根据 系 2.2.1 知 所 述 结论 成 立 ， 其 


thas minfa, f, +, O 


2.2.2 ”考察 无 穷 常 微分 方程 组 


Pin ft, x, „X25 eee), 


(2.2.13) 
*, (o) EARRAN (n= 1,2, 3 .), 


Kt (f, „X25 at 1 Tæ&. T 2 一 ein ( — Ni), 
(2. 2. 14) 
(n= 1, 2, 3% 1 * o (n>00), 

试 证 ， 存 在 c> 0 使 无 穷 方程 组 (2.2,13) 在 (to, to Ta] 上 
具有 唯一 解 % &, EEC (Cty sto bal, R!) (n= 1 „2,3, 
M. () 0 (n>), VIEL tota), 
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证 将 方程 组 (2,2,13) 写 成 Banach 空间 = (x= (xi; 

Xa, , X., la> 0} CGEM xl =supl x, |) LW BRA 
5 : 

Em f(t, ), * (te =, (2.2.18) 


Ah = (xi, x2, ) EC, K = (K 1K ,) CCF = (Fi, 
F,). H (2. 2. 14) KDM ECCR NC, o), f. HFF W 
足 局 部 Lipschitz 条 件 。 于 是 ， 根 据 系 2.2.1 知 ， 存 在 a> 0 使 
问题 (2.2。15) 在 [to to tal LAA ME HN x(t) EC Clio ,to 十 
49,00. U 


2.3 闭 集 上 解 的 存在 唯一 性 


设 下 是 瓦 中 某 闭 集 。 本 节 考 察 问 题 (2。1) 是 否 在 刁 中 具 唯 一 
解 的 问题 。 即 设 JECCI F, E), LEF. ll, HF Ha O 
使 问题 (2.1) 在 [tuyt 十 a] 上 具有 唯一 解 x(CPDEP，? 

31 2. 3.1 KFSECCCto, te talx F, EJ, x.€F, HE 
a> O KEC ICC, te +a), F), ACH) K Cos to Ta) E WE 
(2.10, NI 

lim tdle tAf Cx), F= 0. (2.3.1) 


Kid (Z, FD RNZ MF MEN. 
证 RNE 
* . THD XC) TH Ceo) To 
=X TAF (to, x tach), 
cho) = o, 4h>+ O Hf. AT xx TH) EF, R 
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Idea, hf, i), F), thf (to, xo -& (H TA) 


Lo, - 0 时 ， 
故 (2,3,.1) 式 成 立 。 口 

H 52. 3. 14 l. A (2. 1) H t, EI, x EF 都 在 中 有 
解 的 必要 条 件 是 ， 

lim A Y, v, Fe- o, VIEIL xe F. (2.3.2) 
xNFHN NN, (2.3. 2) K E NM; M(2. 3. 2 K * 际 上 
是 一 个 边界 条 件 ， 即 xE90F 时 是 否 满 足 。 

引 理 2.5.2“ 设 fEC (cio, hta) xF, E), EF, f 
Feet, ISM, VG, DEC, to talx Fo, X HF =FN 
Blxas b). MER 

lim Ide hf (t,x), F) o, VIEC ,to +a), EF. 

(2.3.3) 
假定 0 Te. C 1, e, 0 。 于 是 ， 对 任何 %，Catchy 问 题 (2.1) 
HAN H NN N N H , EC ((to, % a), BN 


(a= minfa, c.. WETERE, 存在 序列 (e, A< 


Bee Ci Cee, 使 得 
Ci) F to, Hot) ai), Heia Sen (i=1,2, 


3°); 

(ii) x, (% = Xos x, (t) - x, (s) || SM +1) -s, 
Vt, SSC to, to Ta); 

(iii) , (-:) EF o. H. x. (t) A CH- HILAR (i = 1, 
2 ,3 ,°°)3 
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(iv) = (Hr, x, (.)) ce. 


1. — tt, 

(v) (t, „ECA, f:) * Fo, Y-, (-:) M1) 
(t H:) FE) (HI, x. CGD D] Se,, 

证 对 于 固定 的 x， 我 们 对 i 用 归纳 法 构造 . (t), AS 
简单 计 ， 我 们 分 别 用 x(t)，t,，e NX, (t), Es ei, H X x(t) 
已 在 Cto，t,-1] 上 定义 好 了 (ti 过 to 十 a)， 并 且 在 [t。, t- JLB 
足 性 质 (i)~(Y), K FAK CI-, f.). E. Nx (f). & G. EC O. 
e] 表 满足 下 列 三 个 条 件 的 最 大 数 ， 

Ca) t+, Sto ta; 

(b) tElt isti FAJ XEF o, lx -& (.:) CM + 1 8> 
MA Ex) — f Gmi 8 Gm) || Ses 

(o) der-) T d, (i-, C-), PISS, 


此 最 大 的 5. 显然 存在 (注意 ,由 (2,3,3) 式 知 满足 (c) 的 5, 存在)。 
St =i tå. H (o), H NZ EF iE 
xlt) + mt f Gans x( I-10) - I <4, tide 


(2.3.4) 
我 们 定义 
x(t) = FAO) ts VtCCtary EJ. 
l (2.3.5) 


FM (f.) 2, Mm (2. 3. 4) KM 


— Ch) — fis xf-D)| <e. (2.3.6) 


BGR., HEXA, Mt, SEC. -i, f. JR, 
(x(t) xs) |] = UJEA) li- 


1.——1 


39 


<|f—s| CHACHA. x (H:) TeD M+ 1) | 一 ?| » 
WAOE JEEG. X, HF 
lx) - xol] < HCD (-i) 


< (MTI) Cht) 
4 2 1 


=(M + 1), —t) Sb, 
BMA EF 从 而 (iii? 满 足 。(v) 成 立 由 (8) 直 接 推 出 ,于 
Fé» 最 后 我 们 只 需 证 明 # >t +a (i, NN H (ii) 知 
lim & () &= EB(x, HFH, (te Ta) = Hp N ( ) IE 


f (tor a) 
toto tal hat NHR KE (i) -(). 

假若 不 然 ， 即 limt, 一 7T<fo 十 CC。 由 (Cii7 知 limæ (t.) = 2E 
存在 。 由 f 的 连续 性 知 ， 存 在 n> 0 使 


FG, — fr, 20 , Vv lt—7| <n, 


|y~—zl< 2 CM +1). (2.3.7) 
由 条 件 (2.3.3) 式 ， 存在 > 0 使 ?< mine, 1, t +a—t)H 

d(æ Tyr, 2), FY. (2.3.8) 
WERN, {E 


,p, ſe -C CMA 1), vi V. 2.3.9) 
FE, MEC, Ty) (i N), „SF, [-C HCN ＋ ) 
it, Hir Sp, lly—zl]<ly—xG| + le —z NSC 
＋ 1 Y 2 1), M, H (2. 3. 77 K 
Ft, „) (t), DISIE ) —f Cr, 2) 


＋ (r, 2 fC, % Se. 
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故 当 把 G, MN y Hr, K Kb (a) A (O) MI. HH (2. 3. 90 K 
p>>6,4 GEN), Td. ME (a), (b), (c) 中 最 大 者 ， 故 
) 必 不 满足 Cc)， 即 


AREAL HE) FP)>FY, vi . 
Si- ok M, 得 
d(z+yf(r,2), F)>37, 
此 与 (2.3,8) 式 矛盾 。 口 
2.3.1 设 /E€C[[tosto Ta) F, E), XEF, HIJ, 


& IM, VCE, EC, fo Ta X Fo, FF NB(xo, b). 
XR (2. 3. 3) RWE. BR gECllt., to +a) x RV, R.) 


(a =min fo, III: Res luer u> o)), oC, DRF u 


HN, gG, 0)= 0 且 初 值 问题 (2.2.1) 在 [te，to 十 C] 上 只 
有 零 解 4 三 0， 并 且 
FG, &) (t, ISIE, lx -v), V EEC sto tad, 
x, yEF o. (2. 3. 10) 

则 Cauchy 问 题 (2.1) 在 [fo，to 十 C] 上 具有 唯一 属于 互 的 解 
xEC C(t, to talh Fo). 

证 ”根据 引 理 2.3.2， 问 题 (2。 们 具有 满足 条 件 GD~(v) 的 
多 边 形 近似 解 x,C7ECCCto， to Ta), B(xo, b)). FEI 
(*, (t)) RCT, fo talk- NN M. E 

met) x, (t) — &, () 1ECt, gto tad, 
te (t, ri) M (ty, t:), WHE, 3. 25% (v) (V), A 

D* mG) fx. (t) . ! (t) 
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z A xda 二 xc | 


mmh 51 EP 


LA UES? mA. n 
ee FCH, 4D) | 


+N FC, x, (t:) - FG, u, C8) || + FG, xt)) 


~f, CE") || EF Cs x()) FC s x, Ct") || 


+ |fe, . Dee 


771 
<glt, l. (Hr) - *r) ||) +2Ce, T e.). (2. 3.11) 
由 于 
r, (t:) * ty)ſlx, (tj) &, (t) 
lx. (t) &. Ct) + x(t) , (frn) 
<(M+ 10 (e, Te) THC) <m@+tin s 
其 中 rr 一 max{f(M 10 (e. e,), 2 (, e)). St) = Mm 
Tran, Wood r, H. H (2. 3. 110 K N Af 
Drv) get, vct)) ＋ v. 
于 是 ， 根 据 定理 1,2,6 知 


met) SVE) Span (f), tELto sto Ta, (2.3.12) 
Hrn OORDE I 
ul = (t, u) +n uo) = Tam (2.3.13) 


的 最 大 解 。 由 于 tin 0 (n, m ff), ikh X 1.2.54 

r. (t) Co, te ba) 上 一 臻 赵 于 问题 (2,2,1) 的 最 大 解 r(1)。 但 

HE r(t) = O, vfEC He, total, BIA CEC, 10 ＋ 

4). KF T, (2. 3. 12) K BN |x (f) - (H) Cre, 

to talk- RAFE (n, mo), Mx. () TC t, fe talk 

一 致 趋 于 某 %(1)ECLLto sta Tg, B( x, 00 J. ATF EREC 
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to tal, WIEC „ 1) (8 一 1，2，3，)。 于 是 


lect) &, (t, YH x(t) . (HH CM +1) 1 一 起 | 
SC) - x. (t) H (M+ 12> 0 


(n oo), 
. ( ff) EF AHA HD EF. F 
TODETEN FCs, xls) ds, te (to, t +a), (2,3,14) 
MECH, sto +a), BEtECH 1710. 则 我 们 有 
la. (). — , fs, xCD dsl 


t 
<2 — | p fle, Cds] 


1 77 
十 > lx. (tt) -K, CHA.) — | y fls,x.Cs))dsl|, 
kel 


kent 


由 引 理 2.3.2(iv) 与 (v)， 知 
lx, (ii) - x, (f- 10 — | j fls, x, (S)) ds 
k-ti 


LAGA (I- 10 — G aali RDI AURETA (I- 100 
+f j UF Ctt- % (10) (e, . (S)) ds 
-1 


<e, (ft — 11-10 Te. (Hf —t_ 1) = 2e, (ff — 1-10, 
类 似 地 ， 可 得 


Iz.) &. (i) 一 | 1 (s, x, (s)) dsf 2e. (H). 
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由 此 可 知 
lx. (t) , -| Io, . (S de e, (t- te). (2.3.15) 
另 一 方面 ， 我 人 有 
I. ger D -J f6, x(s))ds 


<f fs, x, (s)) -F (S, (S)) ds 
to 


<Í gs, x, (s) -& (S) ds, 


由 此 ， 注 意 到 , (i) (t) u. o. F tElto, to tal (u 
(u. o. & NN HN) ARI un 9G, O0). O, B 
得 
| ce, Dds | f(s,4(s)dds u. C. PEI to, to +a) 
i (n->00), (2.3.16) 
H (2. 3. 15) K (2.3.16) 式 即 知 (2.3.14) K 成 立 。 从 而 ， 
XEC1[[to ,to 十 0),F oJ 且 是 问题 (2,1) 在 [fc ,to 十 a] 的 解 。 至 于 
解 的 唯一 性 ， 可 优 定 理 2.2.1 唯 一 性 的 证 明 ， 从 略 。 口 
2. 3. I RFECCcte, to tax F, E), x EF AIF, <) 
<M (t, x) EC ,to tax F., Fo ENB O, ). RHC, 
3,3) 式 满足 。 再 设 
HFC. FE ISLE yl], ViECt ,to Hass EF 
(2.3.17) 
Sty am minſa, IFJ. MCauchy FRC, DEC, tata) 


上 具有 唯一 属于 五 的 解 XEC 1 Cléo sto ta), fol, 
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2.4 fl K. 


定理 2.1.1 的 证 明 方法 是 常规 的 ， 由 郭 大 钩 作 出 。 定理 2。 
2.1 选 自 Lakshmikantham 和 Leelaf2 ]， 而 定理 2.2.2 和 定理 
2.2.3 到 自 郭 大 钧 [1]。 引 理 2.3.2 和 定理 2.3.1 都 取材 于 
Lakshmikantham 和 Leela( 2). NAA i, I M 2.3.2, 


0 <e,< 1 可 换 为 0 Ce, Ce, e> 0 是 任意 给 定 的 正 数 ， 从 而 


a= winſa, Ig. 由 此 知 ， 在 定理 2.3.1 和 系 2.3.1 中 ， 都 


b 


H = minfa, l N ax minta, z a 


. Ela Sa, 


a< . 故 在 F=EE 的 情形 ， 它 们 可 视 为 定理 2.2,1 和 系 2. 2. 
1 在 某 种 意义 下 的 改进 。 但 在 定理 2.3.1 和 系 2.3.1 的 情形 ， 不 
能 推出 近代 序列 (2.2。2) 一 致 收敛 于 解 。 和 本 章 有 关 的 内 A, 
还 可 参看 Deimling( 1), Martial 1), 


第 三 章 ” 紧 型 条 件 


由 第 二 章 系 2.2.1 知 ， 古 典 常 微分 方程 论 中 的 Picard 定理 
《存在 唯一 性 定理 ) ， 对 于 抽象 的 Banach 空 间 常 微分 方程 仍 
然 成 立 ， 但 Peano 定 理 〈 存 在 性 定理 ) 就 不 再 成 立 了 。 即 在 无 
穷 维 Banach 空 间 的 情形 ，f (t,x) 的 连续 性 保证 不 了 问题 (2,1) 
解 的 存在 性 。 下 面 的 例子 即 说 明 这 一 事实 。 
例 3,1 #ÆBanach file = {x= (x, N, xs ) - 0) 
(MA [x] =sup| x.) 上 的 常 微分 方程 初 值 问题 ， 
& (N, x 0 ) 一 %0， (3.1) ’ 
FE = (KN e HoRC1, 2 9 4 Ar. ) Elo, 
f(%) =20,/[%, |» MIAP ATx I,.) . BN: co c 
连续 的 。 假 定 问 题 3.1) EN RH CO, a) (a>> O LAR 
x=x ö = (xi (), Ks) &; (ö). . ) Eco, II 
X=2 |x| 9 Kal 0 =. ELO, a, (n 1, 2, 3, .), 
N, 1 
. (0 (1 +E), 1600, aly (- 1, 2.3.0. 
故 当 0 St aht, lima. (i) =? o, I SH. H IK 
Wa, ww (3. 1) 在 co 中 无 解 。 
为 了 保证 问题 (2.1) 解 的 存在 性 ， 除 的 连续 性 外 ， 还 要 
对 /加 上 一 定 的 条 件 . 本 章 所 加 的 条 件 都 和 非 紧 性 测度 有 关 ， 它 


IN FHN RAK. 
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3.1 解 的 存在 性 


引 理 5.1.1 设 E，E, 是 实 Banach 空 间 、G 是 中 开 集 ， 
0:G-> 已 ,连续 . 则 对 于 任 给 的 e> O, BFT. G Et, 9. 
足 局 部 Lipschitz 和 条件， 并 且 19g,(x) 一 9(x)1<e，VxECG， 

证 U. (=( -St. EN U. (y) 
AfA, H. 

G= VU), 
由 距离 空间 的 仿 紧 性 〈 例 如 ， 人 参见 郭 大 钧 [1 , CHEF 
覆盖 (VV.1rET}， 它 精 于 {4U,(x)1xEG} 且 是 局 部 有 限 的 ， 即 对 
TH., NAU. (x) YC U,. (X); fh, HH xEG， 必 有 
RY SB IRV (& FETE, N (x) RBA AV ABBE LS 
a (&) d(x, ENXV.), Yee, 
BA, a, (x) O, vxeV,, 并且 
a. (x) - d., (y) x-, Vx, „CE. 
令 a(%) Na. (x) (Xx GC) 。 由 于 { 矿 .|rET) GMT HAM H. 
是 局 部 有 限 的 ， 故 此 和 实 为 有 限 和 ， 且 c(x)>> 0，VxEG. 又 令 
4:(xX) 一 [wa(X)] a,x), xEG. 
很 明显 4,(x) 在 G 上 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ， 且 


A(x) 之 0 9 NC = 1 3 VxeG, (3.1.1) 
HT Nx. EV, f 
9. ( EAIC) Væ ECG. (3.1.2) 


N, (3.1. 2) 右 端 实际 是 有 限 和 (对 每 一 个 xEG) , HA 
gnG>E ,满足 局 部 Lipschitz 条 件 . 我 们 有 
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9. (x) — g(x)]] Af. (& gx) — g(x) I] f 
< (x). I,) - *). (3.1.3) 
若 对 其 xEG 有 1。 (&) K O, MEV CU. (x“) Oix EG) . 
意 到 x， EV., 我 们 有 
| g(x =g ((K.) - ) I+] g(x’) ey | 


27128. 


Fe, H (3. 1.3) R, 9. (*) - (*) Ce, vx EG. O 

3. 1. I 《近似 解 的 存在 性 ) . KCC CRO, EF), XE 
Ro = (to, to Ta] x B(XO, ), B( xo, bD) (CE |ln—x, ); 
HIF(t, ISM, VC, x)ER 则 对 任意 给 定 的 se>> 0, us 
X ECC [fo tota), B(wo, 601 (X. Ha. = min da, 11 Wae” 
使 得 

3 * (H)) T. (t), x. (H = Xo, 

. (t) IS, ViELto, tota). 

证 由 Dugundji 延 拓 定 理 ( 人 参见 Dugundjig 190, FH EA 
Mf*EC(R' x E, EJ, Alf, ISM, VH, 0ER Xx E. 
根据 引 理 3,1,1, 存 在 f* R X EE, f* 满足 局 部 Lipschitz 


(3.1.4) 


条 件 ， 并 且 

Iž (t, #)—f*C,x) [e, VIER',xEF, (3.1.3) 
考察 初 值 问题 

& , (t, x), xla) =X. (3.1.6) 


设 此 问题 的 饱和 解 为 x.(t)， 其 最 大 存在 区 间 为 [tf。，77)。 下 证 
„=. XN. E, A Coo, HH (3. 1.5) X (3.1.60 N 
得 + ` ‘ 
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* (t) N= fs (t, LISM +e Vteltos n), 从 

而 ， 根 据 中 值 定理 《定理 1.2.1) 知 o} 

lx. (t) - x. ECM te tt |, Vt, EEan). 

由 此 可 知 lim 5 5. x* 存 在 ,根据 定理 2,2,2 知 x*E€90E ,但 显然 

OEG. BIT FE. Hun = ＋ ee, Ax. TEC, +) E 
有 定义 。 
由 于 


t 
xD 一 xo 十 | f¥(s, x. (S)) ds, tECto, +00), 
0 


NA. MELo to Ta. tj, A 
ech If* (e, 4.0) de 
<(M+e)(t-t,)<(M+e)a.<6, 
从 而 x. EC (Cto, tota), Bx, 6)), H 
Ft, x. (t)) (t, x. (t)), ViELto, tota). 
(3.1.7) 
S. (t) Fe (t, x. (t)) -F t, x. (t)), fECto, fo d.). TÆ, 
Hy (3.1.60, (3.1.5) UR (3.1.7) 三 式 ， 即 知 (3.1.4) 
式 成 立 , 证 完 。 LI 
定理 5.1.2〈 解 的 存在 性 ) BJECCR., EY), If, x] 
<M，V(t，x)ERo， 并 且 f 在 Ro 上 一 致 连续 ,又 设 gECC (to， 
to Ta) x( 0, 2b), K.), get, 0)=0, HRE (2.2.1) 在 
(to, to Ta LAA THA = 0 .假定 
alf, S) St, S)), VEELE sto +a), SCBCLxO, 00, 
(3.1.8) 


其 中 c(,) 表 非 紧 性 测度 , 则 对 满足 0 Ca. Ta, 0,1 任何 


’ 
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2'，Cauchy 问 题 (2.1) Æ (to, tota’) 上 至少 具有 一 个 解 
XECIC[fto， tota’), Blaos b)). 


mba M Moy, a/ = 


证 tal ayy CER e = 


minfa, 77° wes ast 根据 定理 3.1.1， 存 在 %ECICCio sto ta’), 


B(xo, 6)) (n=1, 2, 3, =.) 使 得 
* (t) = f(t, *. (t)) + YC), * (t = X09 
0 i <<, EC o, tota’), (n=1, 2, 3, ). 
(3.1.9) 
RANA LE (x. CCH, tota’), EDA K KN, N 
为 这 时 可 从 {x.( 四 } 中 选 出 一 致 收敛 的 子 列 ， (% CO}, HE N GB 
2. 1.1 SHAM XEC (Lip, tota’), Bix, 63, 3H. 
是 问题 (2.1) Eltos tota JERIH. 
根据 3.1.9) 式 ， 我 们 有 
|x| <M+e, tECto to ra), (n= 1, 2, 3, .), 
(3.1.10) 
N (, (t)) K RAY FP, HA. 1.3, RAE 
NTA Nieto, tote’), BI (t) (K, (t) I n= 1, 2, 3, .) 
EH AM RE, BNE EK PEM md) B(t)) = 0. 
SB) (x, (t) In k, k＋ 1, ) RN 
( BI(t)) (B(t)) mt) (k 1, 2, 3, .). 
(3.1.11) 
出 定理 1.1.1 (vi) X (3.1.10 R, RNA 
met) - m) SA, (t) - (S) In) (Me) -s, 
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met) Elto tota ERRERA. FAO 0 时 ， 
1 1. (f) —x,(t—h) 
-E cme) —m(t—A) „C 


<a(coBi(I,)) G BI)), (3.1.12) 
Kip, (t-, 10, BCO B, Bi(t) = (x. (H) ln H. 
N Dini N D-, A 
D-met)Slima( Bid)» te(to, to Ta“), (E= 1, 2, 3. ). 
G (3.1.13) 
H (3.1.9) RRNA 
(BID <a fC, BT) TY. (I. In A)) 
Kat flr, BL) + ( 1 ,2,3,%), 


(3.1.14) 
根据 (x, (t)) 的 等 度 连 续 性 以 及 f 的 一 致 连续 性， 我 们 有 ， 
Hausdorff 距 离 

d(F (I., BID), fC, B> O, r OM, 
Wii, H. 1. 1 viii) an 
(F (I, BCI aft, Bi(t))), hot 0 时 , 
(3.1.15) 
FR, H (3.1. 13) ~ (3.1.15) BR, HUE BB (3.1.8) 
式 ， 得 
D_m(t)<gt, n- HES, Elo tota’). (. 1. 16 


由 此 ,并 注意 到 mCto)== 0 <- 和 =， 应 用 定理 1.2,6 知 


mt) rt), tlio, tota’) (3.1.17) 
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H prokat 
u’ = glt, w+, 0 =e 


的 最 大 解 。 再 根据 定理 1,2.5 以 及 本 定理 的 假设 , r. (t) 在 
[to，to 十 a'] 上 一 致 趋 于 零 ( 当 h>co 时 ) ， 从 而 由 (3.1.17) 
NEIN) = O, ViElto, tota’) iE, L 
RS. I. I N/EC CRO, E), et, æ) [M, VG, &) E 
Ro, . H FRO E— NM. XRNFAHEN NIL 0 使 
aC f(t, S)) La( S), VIEL sto a), SCB(%, b). 
(3.1.18) 
则 对 满足 0 C/ C, a. I in fr a/, Cauehy f AC:. i) 
在 [to，to 十 ia/] 上 至 少 具有 一 个 解 xECI[[to，t 如 十 Ca ] B( xo, 
b)). 
证 在 定理 3.1.2 中 令 9(b u)= Lol NIE. L 
ER, 当 g 满 足 
F(t, mfa, Y gt, le- . 
H. et, 10 * FUL MR, (3.1.8) 式 必 满足 ， 故 知 定理 
3.1.2 中 关于 g 的 条 件 比 定理 2.2.1 中 关于 g 的 条 件 弱 , 同样 ， 系 
3.1.1 中 的 条 件 (3.1.18) K 比 系 2.2.1 中 的 Lipschitz & f 
(2.2.11) KN. 
定理 3.1.3 RSECCR E), NG ISM, Vt, ER, 
BHgiC0, 200 KR RR, 900) = 0， 且 初 值 问题 
u = gu), ulto)=0 (3.1.19) 
(to, to Ta). ENAHTHu(Ct) = 0 N 
a( F ((to, to TX SD SC )), VS CB(X , 5). 
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(3.1.20) 
则 对 满足 0 <a! ce, a/ <È wy fr a/, Cauchy 问题 (2.1) 


在 Cto，to 十 a’) 上 至 少 具有 一 个 解 xEC'[{[to, tota’), B( xo, 
599. 

证 证 明 与 定理 3.1.2 一 样 , — H A (3.1.14) K. 由 
(3.1.14) HH (3.1.20) 式 ， 得 


BCI OD BCI D)) E= 1, 9 


(3.1.20) 
H (, (t)) HN n 

dy(B.(I„, B(t) 0, 4h>+ OW, 
从 而 

(BCI) (BG)), 4h>+ 0 By. (3.1.21) 
于 是 ， 由 (3.1.13), (3.1. 20), (3.1.21) 诸 式 ， 得 


2 


D_m(t)<g(m()) + T» 1E(toy tota’). 


以 下 证 明 与 定理 3.1.2 类 似 ， 从 略 。 口 ] 
系 3.1.2 fEC(Ro, E), Ifa, DSM, V G, x) 
ER。。 又 设 存在 常数 上 > 0 使 
alf(lto, total xS)<Lal(S), VSCBC%o, b). 
(3.1.22) 


则 对 满足 0 <a’<a, a. <P Ea, Cauchy I (2,1) 


Elto tota J 上 至 少 具有 一 个 解 ， 
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注意 ， 定 理 3.1.3 和 定理 31.2 的 区 别 在 于 ， 定 3.1.35 
掉 了 关于 /一 致 连续 性 的 假定 ， 但 把 条 件 (3,1,8) 加 强 为 
(3.1.20) 。 


3.2 最 大 解 与 最 小 解 


设 忆 是 实 Banach 空 间 五 中 某 锥 。 由 尸 产生 的 半 序 BAS, 
EK S , I * P. At PN NE MAN, IFF FER NV 
0 KO AN = Ho. H H EAE, 请 参见 郭 大 
SCI ] 和 部 大 钧 与 V ,Lakshmikanthamf 3). 

NRJECCI XE, E), XEI=(Cto T). HAEC, EJ 
叫做 初 值 问题 〈2.,1)》 WIEN FH, NU! Set, v), 
(o) & 同样 ， o SC (J, EH 2. DAELE 的 一 个 上 解 ， 
如 果 忆 ' „(i, w), wlio) Xo. 

定理 3.2.1 设 锥 忆 是 正规 的 上 且 (a)s。 与 wo 分 别 是 (2.1)》 的 
PRS EH, f. HC ) S- (f), tel; 

(DHT MH 0 ik 

Jet, u) —F(t, u) - M (u-), Vo C u ibo (f); 

《0) 存 在 常数 >> 0, HME REMARKS, A 

aC fC x B))<La(B), 
WN H A (2.1) 在 CC7， 互 ] 中 区 间 [uo，wo] 上 必 具 有 最 大 
解 wEC'C[T， 忆 ] 和 最 小 解 VEC1CI， 蕊 ); FH 

wet) =limw,(t), v(t) = limo, (f), tEL, (3.2.10 

其 中 = 


| 34 


= = t = 

ae N ef elt 00 FCs yw (8) 
0 

| Lau- de, 

| = > t Mis- 

Luga TS “faf o obs, u- (0) 
0 


+ Mo.-, (Md, 


(n= 1, 2, 3,0, 
它们 满足 
vo Ev DE S, (t) . SU <a) <<, 
<o<w,)<w (fh, Viel. (3.2.2) 
证 NH HE HN NEC vo, wo CCI, E), & 线 性 微 
分 方程 初 值 问题 
一 n)—MCa—n), ut =. (3.2.3) 
直接 验证 易 知 函数 


7 = t Mis- 
ma Vet) e TO CEs, eMas} 
0 


(3. 2. 4) 
BITC, ALARM (3. 2. 3) 在 I 上 的 解 。 FHE (3.2.3) 
的 解 唯一 ,事实 上 上 ， 设 4 u: SC CJ, E) MH (3.2.3) ELL 
M. Mu. =u — u WE 
Us=— Mu,, t€l; 2 (fo) =f, 
于 是 
(uz ek.) / = (u +Mu,de“=9, iE, 


NH A1. 2. 14: =, tE. It ik Nik. 
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XN TA. (vo, wo) CCT, EDM F. Anu, uh (3.2.3) 


-MG - 100 t Mi- 
An=e s fx Í e % Fs, H(8)) 
t 


0 


+Mn(s))ds, (3.2.5) 
显然 ，7 是 问题 〈2.1) WEHE N An = An, HA 的 不 动 
点 ,由 假定 (2) 得 
F(t, u) T Mug, (t, u)+Mu, Voot)<u<u<w,(t), 
BOSC, u) T MANN 1 M , M. ff M n (3. 2.5) NA 
Nis U ECvo, Wols hi SNı An: Anz, (3.2.6) 
即 A 是 增 算 子 ,下 证 
v Au, AWI Sw, (3.2.7) 
Sv: = Avo. HH e P, u-) = t) - uo (f) J. H N 
(asi H(to) 0, A 
D St, Do) 一 Mo 一 po) 一 Ab vo)) = M p, 161, 
从 而 


** 


(pe™)’=(p’+Mpe">0, EI, 
由 此 并 注意 到 p(to) 宇 0， 即 知 p(t) 宇 0，tEJI。 故 
(t) vo), 161, EA >va. H H iEAw,<wy, (HER 
序列 
Da 一 -LU 一 4 (n= 1, 2, 3, ). 
(3.2.8) 
E (3. 2.6) H (3.2. 7) 两 式 知 
vo SU, Se S Se Stu Soi SW, (3.2.9) 
Xs RNE 
V= fC, Vai) —M (v. ui), N=1, 2, 35°), 
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(3.2.10) 
由 忆 的 正规 性 知 C (J, E) 中 锥 P. = (x EC CI, EJI, 
VCI IEM, MHH (NX HC I)) KH lvo wo) 是 
CU, EL 中 有 界 集 ， 于 是 ， 注 意 到 《〈3.。2.10) KR HH © 
4 „CCI, PPAR, IE, FI HH An v., 是 等 
EAN. Fil, Weel, B(t) (v,) In = O, 1, 2, 
LEH AW RN. BI (t) BO NICO), B A= Av) [n= 
1, 2, 3, %, met) GBO) GB. (0). Uj (3.1.12) 
N, RIA 7 


Cnt) mth) Dae 1 21 | 
<c(coB I) (I), (3.2. 110 
Hrol,=Ct—A,t), By) = YB) An 
D_m(t)<lima( By (J)), Elto T) (3.2.12) 


Hy (3. 2. 10) KHAN (c), 4 
(B (I.) SG (I, X BU, + Mal B (,)) 
+Ma(B,)) 
<(L+M)aCBUI,))+MacB,C,)), (3.2.13) 
ROUI A); Bitte e 注意 到 {v,} 的 等 度 


连续 性 ， 知 


uma( BIO SaB =m), (3.2.14) 

lima(B.(1,))=a(B,(t))=m(t), (3.2.15) 
TÆ, Hy (3.2.12), (3.2.13) , (3.2.14) 以 及 (3.2.15) 
诸 式 ， 得 


Dim@)<(L+2M mt), Elto T). (3.2.16) 
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* 


h 


由 此 ， 注 意 到 m(t。)= O, JI & M1. 2. 5, En Ct) O, 
Vil MBO) RE HAM RR. NH N. 1. 3, (v, EC, 
EV ARM RAM, FAE TI {on} RECU, EJ, fit 

lon, —ol .= max on (t) 0) > 0 (i-> 00), (3.2.17) 
Hy (3.2.9) AA 

Un SU, ö, VN On,, 
于 是 ， 由 也 的 正规 性 ， 得 

| v—v,l| SN vn, Vn n.. 
由 此 ， 注意 N (3.2. 17) A An, - v. O (n>) , BI 
„(H) I I. MIN N P(t) (n of). HG (3.2. 10) A, 
IM A2. 1. 1, H A⁰νο ((J, E) H. 

(t) f(t, (t)), IV (to) =X, 
即 " 是 问题 (2.1) ff. BEAT IE, w. (H) II. NI NF 某 
wHEC'T, E), H HM (2.1) HN H. ff E., (3.2. 2) 
式 成 立 。 

最 后 ， 证 明 w 与 0 分 草 是 问题 (2.1) CY, wo if NX 
解 与 最 小 解 . 设 &E[oo，zmo)] 是 (2.1) H-. F, vo Du 
<w,, Au=u, H (3.2.6) A. AU <Au<Awo, Bu, Sus 
w 1. H H 5 
| 5, Tu Sto, (n= O, 1, 2, 

Sn RRR, Bo<uxw, Mout) Suu), Viel. 证 
sce U 


513. 2. 1 考察 无 穷 微分 方程 组 


x . eaa) tb J, O Sl 
2n (3.2.18) 


X 0)=0, (n=1, 2% 35 oo 
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试 证 ， 方 程 组 (3.2.18) 必 具 有 满足 0 <x< (0 <t< 1 


n= 二 1 ，2，3，。，…) 的 最 大 解 和 最 小 解 。 
证 取 E=co=={%= (Xis X25 (x> 0}, YER [xl] = 
sup | xn| 。 FTE, WHA (3.2.18) 可 以 写成 co 中 的 微分 方程 


* (t, *), O <i<1, 
(3.2.19) 
x( 0 ) 0, 


KF (Fi- fas *, fa O, ACA athe Js 


B=(0, o. , O, =), BARSECL CO, 1)X co, Code 


令 vo(t)=(0,， o , O , TOEF Fyne, 
eee) 9 P={x%=(%1, X25 . ) Co & 0, 1 一 工 A 3 }。 
Wl Pfc oP IEM Ak, Huot)<wo(t), 1600, 1 J. Lo, WE 
Ci (Co, 13,¢0). HFYOC( 0 =O, wC 0 =, 


v (t) = (0, 0, , 0, „(J, deen, + H, „% 


= f(t, vo(t)), t€00, 1); 


4 
wo (t) (4, )(. e, 


1 E t 
a=) a) 
=f (t, wo(t)), tE[0, 13, 
Hoo, wo Y BFE (3.2.19) 的 下 解 与 上 解 。 又 由 于 当 &4= (ui; 
uz, , Ung ) Eco, = (uf, 2, , COH vo C4) 
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<u Tu Sto (f) (All 0 <u, <u, <<, n=1, 2, 3 „ %% it, 
我 们 有 
V. (i, 办 一 Ab U) e- ο 


u Satj ] 

1 -a 
> — 3 — a 3 

250 l.) — (f — .) 


3 — — 
eu. — fl) >- 2 (n-un), (11,2, 3, 


(KH S ). = — 3 (1-58) > — 3, VOSS, 0 


<t< 1 》， 放 定理 3.2.1 中 的 条 件 (56) 满足, 其 中 作 一 了， 


再 证 定理 3.2.1 中 条 件 (c) 满 足 。 事 实 上 ， 对 co 中 任何 有 界 
EB, EREB, AEL (N, X, ., *), . ) 。 


Ap yy) = (v, 5%, eer, ym, see), Y=) 十 


KOA, HUVEC, 1 Ich HN. HH %% = f (te, x() 
(m 1, 2, 3,0 .由 于 


PISA ＋ he 55 ＋ he), (8.2. 200 


(%) (n= 1, 2, 3, zm = 1, 2, 35°) 是 有 界 的 ， 
Nm H Kk BI, TAE HF mr I 
limy(m=y, (n= 1. 2, 3, 。 
Fer (3. 2.200 NN =( v, Vay , ½ Co H. Jy (m 
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—yl|=sup| yom — y,|>0Ck>oo), Hf E HH A, FCO, 13 
x B) 是 co 中 相对 紧 集 ， 故 定理 3,2.1 的 条 件 (c) 满 足 . 于 是 ， 由 
定理 3.2,1 即 获 所 述 结论 .证 完 ， 

YELakshmikantham, Leela#jVatsalat ij mh, SAT 
初 值 问题 (2.1) WA, PRS. 

设 

F(t, u) = Fo(t, Dtf, u) falt, u), (3.2.21) 

HF, CCCIX E, EJ G=0, 1, 2) I (to, TJ. HN 
vo, WOEC' (I, BMRA (2. 1) 的 拟 下 、 上 解 对 ， 如 果 


Vofo, vo) Hfi, vo) TF (t, wo), Voo) Nο 
(3.2.22) 


wo Fo (t, wo) tf iC, wo) TF (H, vo), wo (fo R. 
F. E. .f NN H N NN, WR, wo I (2. 1) 
的 拟 解 对 ， 

E35. 2.2 设 锥 PP 是 正规 的 且 f 具 有 分 解 式 (3.2.21) 。 
XNC(a)vo, wo nN (2. 1) N- m F, Ef, f. Hv 
wolt), fEI; (b) 存在 M>>0， 使 

Fo(t, u) - folt, u) M (u- u), V V <u<ux<a(t); 
MF (t, u) e FAæ N (HA: Su: Fi (t, ui) (f, u:)), 
Fit, u) FAU Ris 〈c) 存 在 常数 了 > 0 ,使 对 EE 中 任何 有 界 
B, A 

alf (Ix BS La( B), G=0, 1, 29. 
则 初 值 问 题 (2,1) 在 CCJ，EJ] 中 区 间 C[vo。，wo] 上 必 具 有 最 小 最 
大 拟 解 对 v，wEC!:CIJ，E]， 即 对 (2.1) 在 Cvo，wo1 上 的 任何 
WRX, w, 均 满 足 

VSE), WHW), fEI. (3.2.23) 


并 且 
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wt)=limw,(i), t) limo, (t), EI, (3.3.24) 
其 中 
t 
「 v1) e- MU = to) 10+ | es- to C f(s), v1C5)) 
to 


+fis, v DC, s Moni Cds}, 
i 
Lome- e- io. eM (s- fo) C Fo (S, .- (800 
to 


+ fiCssw C5) + F. (s, b; (S)) + Mw (S) jds}, 
(n= 1, 2, 3, .) 
它们 满足 
Uo) (f) Su, (t) & · . S UC (H) . Sb. () 
S iC) Swot), tél, (3.2.25) 
证 对 任何 固定 的 9:，7*E[oo，wo]， 考 察 线 性 微分 方程 


初 值 问题 


W Fot, NDHF (, iD TF2 (, h:) — Mn ), 
! (3.2.26) 


(o Xo. 
仿 定理 3。2,1 的 证 明 ， 可 知 问题 (3.2.26) 在 7 上 具有 了 唯一 解 
uEC!1CIJ，B]， 且 4 具有 下 面 的 表达 式 ， 
uo- Mt-io) {sot | elle c face, nice 
to 


Fi, n DHC Cs) + Mn Cds}, 
(3.2.27) 
定义 算 子 A,[vo， wo) & Cv, W CC, Ein F. 
Accu, u: Du, uy (3. 2. 260 的 唯一 解 ， 即 
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t 
ACs 52 Jae M- 29+ | eM(s- tol f (S, 18) 
to 


HECM Dfa . CD Mid. 


(3.2. 28) 


BR, Ui, NÆM (2. DKW N N HN = Ant, uz]. 
u: An, J. H (3. 2. 28) RARE O) BH Alm, 123 
RT 是 增 的 ， 关 于 97: 是 减 的 ， 即 
u, Nis NaElVos wols Ni S&N: => 
ACN, nJSACn, on}, ALN N, An, u: J. (3.2.29) 
FHE 
Vo KALV swo], Alwi, vo SW-. (3.2.30) 
Sv: Ave, wo J. VH He, KHD =D (ft) -v). 
Ef f (a) PCT) 0 H. 
访 " 一 0[o V e (f, o) T Fi (t, vo) T2 (t, wo) 
— Mv, -v) -F (, v) -I (t, vo) - f: (, 0000 
Mp, tel, 
xf IE ht) O, EI; MAV, wo IS iE. AMM iE. Ac u, 


Vy, = 


TEAR FPS 
V= ALVs 1 Wei JW = ACW Vn) (H= 1, 2, 3, .). 
(3.2.31) 
H (3.2.29) K H (3.2.30) 式 知 
vo KV So KNL Stb · Sy, KWo (3.2.32) 


又 ， 我 们 有 
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wer +f, Ct, v. DTF (t, 1 - M(v. — v0, i 


W= f oy Wai Hfi GW dtfa (, v:) MCW — 2,1) 
(3.2.33) 
(n=1, 2, 3, ), 
仿 定 理 3.2.1 之 证 可 知 {2,} 和 {w,} 都 是 等 度 连续 的 ,对 tel, + 
B(t) = (v, (t) n= O, 1, 2, .), B. () = BO N(vo(f)), 
BY) = {v,t)|n= 1, 2, 3, =}, BCF) =(. t) In = O, 
1, 2, ., BY (ö = BON {wo Ct)}, BE (t) . {wln 
1, 2, 3, . , m)=al BW) D =G(BI( t)), M0) = 
BCD AT H). BM (3.2. 110 KMW, M 

D-m(t)<lima( B (I), (toy TJ. (3.2.34) 


H (3. 2.33) ARBE Co) 知 
aC BI) <a fo, x BADD +acf, ix BU) 
+aCf.C2,x B*U,))+MatB,W,)+MacBd,)) 
<(2L+ Ma BU) Ma (B, (I T Lac B*c,)), 
= (3.2.35) 
IO U RD, BC) YB D, BO U D*O), 


El, 


TERS (v,), (ws} 的 等 度 连 续 性 ， 知 《3,2,14) 式 和 (3.2. 15) 
TIL, IFA 
lima B*(I,)) = a BE . (3.2.36) 


FE, H (3. 2. 34) ~ (3.2. 36) 及 (3.2. 14), (3.2. 15) 
诸 式 ， 得 
D-mt)<(2L + 2M mt) + Lim*@), (3.2.37) 
EJ f H iE 
D-m* SL2M ym”) Let). (3.2.38) 
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(3.2.37) 式 与 (3.2.38) 式 相 加 ， 得 

Demet) mx ( Demet) Dem (t) 

<(3L+2M )im@)+m*()), tel, (3.2.39) 
kf IE, KNA. OD Me) = 0 ， 利 用 定理 1.2.5, 即 知 m(t) 
=m* = O, tl. Wlot, (w. MAC, LHR H 
定理 3.2,1 之 证 可 知 ，v,(t) 在 TI 上 一 致 收敛 于 某 v(t)ECLI, E), 
wa(t) 在 T 上 一 致 收敛 于 NC) CCI, E). RH (3. 2. 33) K 
H 2. 1.1 (HHH (3.2. 33) NH, FM NH 空 
MH .), Sv, wEC'Cl, ENB 

5 et, TF (t, v) T. (t, w), (% = xo, 

w =f, w) T Fi(t, u) T7 (t, v), te) = Xo. 
m v, wE (2. 1) 的 拟 解 对 。 最 后 证 明 . 对 于 (2. 10 在 
[oo，zwo] 上 的 任何 拟 解 对 w，w， 不 等 式 (3.2.23) 必 成 立 。 事 
XE, RIJE S, ww. B Æti SV WSW- M) 由 
(3.2.29) 式 知 

U= Alvis, Wi Av, 100 u, 

V= Alti Wi J Aw, =w, 

w= ALw sy 5.1) Av, oJ v, 

6. Alm, di) Au, vu. 
故 由 归纳 法 知 

v So, Www, (n= O, 1, 2; .) 


H Sn co 取 极 限 即 得 (3.2.23) K. U 


3.3 闭 集 上 解 的 存在 性 


定理 3.3,1 设 下 是 已 中 有 界 凸 闭 集 ， FECCF, E), x€ 
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Fy HIM, YxEF LAER RL> 0 使 
acf(B))<La(B), yBcF, (3.3.10 
又 设 
lim -der Ce, FD O, weer, 


rm +0 


WENT >t, ff fl M 
x’ = (&), x( = Xo (3.3.2) 
I Ct, TILDAA MEP RRKEC'U, F) 
证 “1. 先 证 对 任何 e> O, FE Na EC CI, FBR 


t 
HDi fer rdsi<2ed 10), eI, (3.3.3) 
0 


. SCI. F) A KI. FIED h <h K. ci. .. ci. 
一 人 使 得 
o VSC, 10, 


1 —1 (3.3.4) 
&, &, (.) EF, i= 0, 1, 2, , m. 


EH NR ABZ. 3. 24 U. HN. (t) EE, tr 3 上 定义 好 
TF H M (3. 3. 3) M, AR FRAT CI, f. J EX . (H). 
令 5E(0 ，e] 是 满足 下 列 三 条 件 的 最 大 M. (a) t-i G. S. 
LEF, lu -i SCM e)ò, -F (&) — fx D Ses (c) 


d(x,-1 ＋&,. f(x. 1 $ Ford RHA- = Xima Je 


M St. i 十 6 R, CF I 
l&i FÖS (x- 10 i dle, (3.3.50 
* 
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. (% Pet 


=t T i V IEC .). 
(3.3.60 
下 证 ， 经 有 限 步 必 达 ?， 即 对 某 m 必 HI, T, BM, &. 0 H 
Lot, T< Goco)。 由 xs 所 的 做 法 ， 仿 引 理 2.3.2 的 证 明 , 可 知 
lx. (t) - , (SO (Me) l-, 1 St, s<r, 
(3.3.7) 
FH IE EH A i cont, . = 一 xs)->2E 五 。 由 /连续 性 知 ， 存 在 6> 
0 使 


r- d, F- Cr) ) . (3. 3.8) 
对 此 6， 又 存在 i, 使 
| Fa-. (3.3.9) 


其 中 S =&(M Te 1. 于是， 由 (3.3.8) K H (3.3.9) 
式 知 7 
xEF, fl - iI (Me) 6, izi,> 
* 2 u -. -i + l- 1-2 <6, 
FX) F (X- NEN (&) (z) 1+ Nf C2) — fx 1)) 
<e, 


Nn O 
d(ztnflz), Du. 
又 ， 存 在 i,， 使 
i Ei-. DOE 


67 


从 而 
11, >d, +nfC%,~1 )s F)<| Nl — 2 


+d(z+nf(2), Fyn lf S NEF". 


综 上 述 ， 可 知 6. 宇 min{e, J, n}, Vi max (io, W> 
0 矛盾 ， 于 是 ， 必 有 和 使 名 一 人 .至 于 (3.3.3) 式 ,可 仿 (2.3.15) 
式 证 之 。 

2. H e,) fie, Ne (n= 1, 2, 3, .) H. e- 0， 并 令 
* (t) x,). HF (SA (3.3.7) M) 

le, (t) — , CS) (M Tei) f- sI st, SI, (n=1, 2,3, ), 
(M CH)) BE ESE. Smt) = a {4,4 [n= 1 )), 下 证 mm(1) 
=0, Cl. RN 

met) x, (t) In ), (RE 1, 25350), 
(8.3. 10) 


t 
* . 00 fex,(s)ds, meCD AC Cf) I 10, J 
to 


yt) = f(X), H. 
mx (t) () |n=k}), (k = 1, 2, 3, . (3.3.11 
H (3. 3.10), (3. 3.11) NK (3. 3. 3) 三 式 知 
met) m ) + de FT -f), (R= 1, 2, 3, .). (3.3.12) 
仿 (3. 2.11) KE (3. 2.12) 式 ， 可 得 
D-m* M mae B. (10), tœ(to, T). (3.3.13) 
KI Ct, 1, BID=Y {yi |n=1} 。 利 用 假定 


(3.3.1) 式 ， 我 们 有 
ac Bil) =a % Nn 1}) 
1615 
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SLa(B. (I.)), (3.3.14) 
bB. D= Y ) 1 NCH) 的 等 度 连续 性 ， 可 知 
uma BID Cf) [n> 1 =m). (3.3.15) 
H (3. 3.120 (3. 3.15) , 14 
F 
(3. 3. 16 
Eltos T), KHM = ALT ~t Dei O. 
注意 到 m*(to。)== 0 <n, f H N MN It f 
u’ = Lu, ult,)= 0 
只 有 零 解 ， 利 用 定理 1 . 2 .5 和 定理 1 .2 .6， 即 知 


m*(H)<r.Ct), i€l, (3.3.17) 
KTC) RHI WH 

Lu n, u= 
的 最 大 解 ， 它 满足 

n@)>0, u. c. Fl, (3.3.18) 


H (3. 3.12), (3.3.17) 和 (3.3.18) 三 式 ， 即 19, met) 
三 0, EI. P, RN A1. 1. 3 (*. )) ZH CU, Ep 
的 相对 紧 集 ， 从 而 存在 子 列 {xn.(1)}， 它 在 I 上 一 致 收敛 于 某 
xECUl, FJ. H (3.3.3) XK, NIN 


i 
I anlo | Fancs ds zen (-f), EI. 
0 


(3.3.19) 
由 于 
jFCxn(s)) 一 COx(s))1 和 2M，VsE7; 
If (xn (S)) -F (X (S)) > 0 (i, YsEl, 


故 根据 Lebesgue 有 界 收敛 定理 ， 得 知 
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| f (xn,(8))ds— [1 (x(s))ds | 


i 
<f FCC FC x CS)) ds-> 0 Gi->00), (3.3.20) 
0 


F, H (3. 3. 10) 和 (3. 3. 20) 两 式 ， 即 得 
t 
“=r fc ds, tel, 
0 


由 此 可 知 xEC'CI，F]， 且 x 是 问题 (3. 3. 2) 在 了 上 APP 
. UI 


3.4 附 K 


53. 1 RH Deimling( 1 J. E 3. 1. 21 H Lakshmikan~ 
tham 和 Leelal 1), M M3. 1. 3 DeimlingC 1 J 中 给 出 .定理 
3.2。.1 和 定理 3 。2 。2 分 别 选 自 Du 与 Lakshmikantham( 1 JF 
Lakshmikantham,Leela 与 Yatsalal 2 J. A RHI. 2. tE 
HRK 钧 作出 的 。 作 为 定理 3.2,1 的 补充 ， 孙 经 先 ( 4 ]， 和 孙 经 
FMB 1 RT SCORER ERY N 时 ， 初 值 问题 

(3.3. 2) 在 某 区 闻 Coo, w) 中 最 大 广义 解 与 最 小 广义 解 的 
奏 在 性 ， 作 为 定理 3.2.2 的 补充 ， 郭 大 钧 与 Lakshmikanthan 
(1 ) 研 究 了 当 f 具 有 表达 式 

fa, u)=faCt, u) Tdi) Fi (u) +a (T) T2 (u), 
Sof Ca), BER, F. (u NR. PERR W 
值 问题 (2.1) 在 (uv。， Wo) 上 最 小 最 大 广义 拟 解 对 的 存在 性 。 * 
A3. 3. 1 N H Deimlingſ( 2), ， 但 证 明 方 法 做 了 着 干 改 变 。 和 本 
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章 有 关 的 内 容 ， 还 可 会 看 Lakshmikantham，Leela 和 Vatsala 
[1 ,Deimling 和 Lakshmikanthamf1],[2], Hu Shouchuan 


CAF IDC 13. 
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ee FEMALE TE 


本 章 在 耗 散 型 条 件 下 研究 Banach 空 间 常 微分 方 程 初 值 问 
题 的 存在 唯一 性 问题 。 


4.1 KK ATT FH N 


NEM Banach N, a, N NN. SBC, b)= {xE 
Ex- <b}, Ro=Choy fo ra) x B(xO, b). 

PV to, to Ta x BCxo, 6x B(x, UD RCR =, 
十 ceo)) 是 一 个 连续 函数 ， 并 满足 

(i) MH AHteCte, total, x, „CB(xo, 5), B 


Vet, x, x)=0 
! (4.1.1) 
Vlt, x, y)>0, & f 


HEWA CBCxo， b), {Ya CBC., b), limV (t, Las Vad 
= 0 AER 
lim leydi =O. (4. 1.2) 
(it》 对 任 给 iE[to, fo Tag), x, Ys Xis YEB., D), 
有 
IF axy) CS, sY) | SEC l -K + -i), 
(4.1.3) 
这 里 了 > 0 是 一 个 常数 ， 
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WV XL DB RR. 
定义 4.1.1 RAECTR,, E), FFREL-DMBR HB 
telt, total, x, yCB( No, b), F 
DV(t, x, YSG, VG, x, y)), (4.1.4) 
这 里 


DVG, x, yy=lmLiva, x, y) 
0“ 


V (t-, x—hflt, x), y-AfCt, ))), 
gEC[[to, to ra) R., R), gt, O0) = O, 并且 初 值 问题 
(2. 2. 1) 在 (te，to 十 oJ 上 的 最 大 解 为 零 解 ， 则 称 7 满足 lan- 
yHoB 耗 散 型 条 件 。 

定理 4.1.1 RFECCR., E), If, Ol<MCVG, x) 
ER,)， 并 设 f 满 足 JIanyHos 耗 散 型 条 件 , 则 Cauchy 问 题 
& = fC, x), & (H Dx (4.1.5) 


. 


证 Me. 使 a=min| a, I .J. ME 28. 1. 1, F 


felt, to La). E NAI, 这 里 c<mtn{ a， t 


Ax, EC LCt, to Ta], B(æo, 6)), (n=1, 2, 3, =) > 使 
得 
* t) = ft, , (t)) Tνπe t), X(t) = Xo 
f (4.1.60 


| yt) | <4, tEltos tota). 


ff E HN Mm un, 
met) (t, x, (t), * ()), fEC to, tota. 
NM (tO) = O. Ff (4. 1. 3) AH An H tEltos tota), t—h 
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E[to，to 十 QJ 时 有 
met) - m =A) SLE x) -f - h - H f a,x, Cb) | 
FILE= Anh -H (t, Xa 
EG, ,t), x t)) -V (t-, x. 
At, x(t)), xõ ) -t, & t)) ). 
FH (4. 1. 6) m (4. 1. 4) 两 式 可 知 
D-MOLL E+E) + gt, MA), tECto, tota), 
(4.1.7) 
AH DC mf) Dini K. NH A1. 2. 6, 
met) S .f), ECT o, to tal, 
FOP ryt) FE 


u = gt, w+ L(+), ulta) = 0 


的 最 大 解 。 再 根据 定理 1.2.5， FER Bu’ = gC, 0, 10 %% 一 
0 的 最 大 解 为 零 解 ， 故 可 得 
lim (t, x(t), * (t)) = O. 


WE, AY NN (M (4. 1. 2 K) HTA Nx, )) ACT, % ta) 
ER NIN KN N FMM, Mn (,t) FEC oto ta) 上 
一 致 收敛 于 Co, total 上 的 某 连 续 函 数 x(t)， 并 H x() R 
Cauchy 问 题 (4.1.5) 的 解 。 

PuEME HE. Bey) H Cauchy H M (4. 1. 5) 在 [fo， 
fo 十 ca] 上 的 解 。 令 Ni (t) Vt, x(t), yG)), WH (4.1.17) 
N.. IEM Dm (ft) g(t，m1(1)), 利 用 定理 1.2.6, HER 
到 初 值 问题 x = gt, u), ut) = 0 的 最 大 解 为 零 解 可 得 
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mi(t) 三 0， 此 即 x(1) 圭 y(1)。 U 
系 4.1.1 RfECCR,, EDIFE x ISM VEDER, ), 
FHH EL, tota), xs VEBC Xo, DA 
(x—y, f, x)= f, wWI-<gt, l- yl 
(4.1.8) 
其 中 gE€C[[to, to Ta * R., R), g(t，0 ) 三 0， 并 且 初 值 问 
题 (2.2.1) 在 [tf。，t。 十 a) 上 的 最 大 解 为 零 解 , 则 定理 4.1.1 的 
结论 成 立 。 
证 E 4. 1. 11h CVet, &, y) = -H. U 
L-D 型 函数 是 很 多 的 ,例如 ， 当 i 万 p 二 十 co 时 
Vit, Xx, y)=||x— y| 
就 是 L-D 型 函数 .利用 这 一 函数 可 以 得 到 定理 4,1,1 的 某 些 特 
殊 形式 ， 本 书 不 再 详 述 。 
定义 4.1.2 Bolt, u): (to, to tax Ry RMH N. 
如 果 对 任意 给 定 的 e>> 0, MHEIH O, G. A 0 (i =1, 2, , 
下 同 ) f, (fo, to Ta), toto HR. ECCLE, tota), K.), fH 
得 


u, Ct, > dt, — 00 Du., (ft) get, u, (f)) Toͤ,, 
f (4.1.9) 


0 Tu, (f) Se, VIE, to rag, 


则 称 g 是 U ,类 函数 。 
定理 4.1.2 WSECCR., EJs If, DSM, ) 
Ro), f. HHU ,类 函数 g， 使 得 
(x—y, f, X) (t, - =, l - Y) -, 
ViE(to, fo Ta), &, y„CB(X o, b). 
(4. 1. 100 
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令 a<minfa, f. N Cauch y il (4.1.5) CT, o +a) LA 


有 了 唯一 解 ， 

证 根据 定理 3,1,1， 存 在 %,EC IC[to tf +a), B(x,6)), 
(n= 1, 2, 3, .) ， 使 得 

5 NR )) TC), „(o) N 


ln <4, telle, tota, 


FIE Lx, (t)) ERS H He 0 KIEU RA X An = 
在 6> O, àͥͤ, Y O, f. (to, to 十 0) 及 (1)， 具 有 定义 4.1,2 所 
述 的 性 质 。 取 7> 0 及 自然 数 %。， 使 当 m，# 宇 no 时 


++n<6, (4,1,11) 

n m 
4 2(t) = 2na) = XE) An) mt) = llel MH M1. 3.2 
性 质 (X ) 并 利用 (4. 1. 10) A, 

mm (DSA, z Ct)). 

<g(t, x, (t) -xp — x, (t) 

PAOA TIEA O *) 
<git, me) mf) (LT A)). (4.1.12) 
m n 
Bao I= HF (t, «<P +y,)|<M+1 40 , (f) |< 
(M+1)|t—to| 由 /的 连续 性 知 存在 "> 0 ,使 得 只 要 jx 一 x%o|| 
<r, MEIG, ) -(, * ). N, (to, tota) , W 
MtE(ty, tt, A exl SMH 1 letl Sr 从 而 
NE= ARDS, , (t)) - F(t, xo) It, x(t)) — 
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ft, Xo dl 十 | 的 一 yw 人 19 ( f) 故 有 


me (n) te), tecte, . (4.1.13) 


Mi, Kt. <t, H Nn: no, Mn, na v Cc... 故 


mt)<(— +44 n)a, te 


(t. - to) Du. (t.). 
NC., total km) Cu. NN, 4 
t* sup (t NA tet., t), met) Cu. (t)), 
Mmt =u (t Y O, f. tx Sto Ta. H (4. 1. 120 KA 


' 1 1 
* StR, yt (44 
m_(t*) <g(t m(t*)) (= ) 
Sg, mlt*)) To TDru. (*). 


另 一 方面 ， 在 [t,， t*) Emit) <u (t), W 


m. (e) = Ln mE h) 


h 0 


> lim u(*) >u G*A) Dy (tt) 
0 h 


FEFE. WEG, to +a) EM(I) Cu, (t) Se. St. O, BE 
(fosto 二 a) 上 m(t)<e, 由 m(t) 的 连续 性 知 在 Cfo，to 二 a] 上 m(1) 
<e, 从 而 {%.(1)} 关 于 1E[t。，#o 十 a) 在 一 致 收敛 意义 下 是 基本 
F. 故 存在 [t，+。 十 a) 上 的 连续 函数 x(1)， 使 x,(1) 关 于 1E[t。， 
to T RUM x(t) ,并且 x(1) 是 Cauchy 问 题 (4.1,5) 的 解 。 
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HE., Bex) YC) Cauchy f M (4.1.5) 的 两 
AAR SR. 4en(t) = (t) ~ f), I 
nEn =A= Y), Ft, x(t) At, t)) 
<g(t, n(f))n(t), 
Ne 0. ½ (4.1. 13) 式 的 证 明 方 法 ， 可 知 存在 NE(to stot 
a), K 


10 te, tecte, ts) 


Ni, Bt, Ct, WANKU) BEBE 
met) Se(tEILto, to a0) WERTEN nE EEL, tot 
a]. Sen 0 HA (t) = O, Behav, O 
应 用 中 经 常 使 用 的 许多 g(b u) UKH N. 
例如 
g(t, u) Lu, 


= u 
g(t, u) ny t—to 


等 等 就 都 是 U ,类 函数 。 
4.2 全 局 存在 唯一 性 定理 


定理 4.2.1 WfEC(R,xF, E), 并 且 对 任 给 7>0， 
和 工 > 0 ， 都 存在 M=M(T，Z)> 0 ， 使 得 
lft, <M, VECO, T), x] L.. (4.2.1) 
LRFTEAECCR, R), WRR — H, YER, t>0, A 
(* „, ft, x) (t, Y- ACK - . (4.2.2) 
则 对 任 给 f O, EE, WIH I 
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& (t, ), (OD = (4.2.3) 

定义 在 [f， 十 co) 上 的 解 存 在 并 且 瞧 一 
证 ASO, * EE. H K 4. 1. 1H TFH 0 ， 使 

初 值 问题 〈4.2.3) FTE NAC, to 十 ac] 上 的 唯一 解 。 令 三 = 
(*) XC) EXE Bb, BE Go, B.) 上 是 初 值 问题 
(4. 2. 3) WHR} WY +d. TS =Ssup (H.) EY). BRM 
ME (4. 2. 3) 有 定义 在 [t。，T) 上 的 唯一 解 , 记 为 x(i,to,%o)。 
FT = o, MEH NN. FRT CTO. 

met) x(t, to, -o, to te. 
Nut SC to, T), 

MCE) (x(t, tox ~ Xos ft, x(t, to, 000 J 
SC (T, to, x ~— Koo f Cbg x(, to, ) — FCF, x00 
＋ (x( f, toy &), FCs 000. 

Amt et, xo). 
因此 ， 必 存在 二 > O, WEll, fo, x ISLE, T)). 4R 
M (4. 2. 1) A, FEM> 0, (HBR, seCte, T), H 

lx (t, to, x -& (s, boy xo MIt“. 
Pi Ulimet, to, %o) 存 在 , 令 xi 一 limx(t toy Xo), IPR 
值 问 题 

& (t, x), xT) =x, 
根据 系 4.1.1， 它 的 解 在 某 一 区 间 ( 了 ， 了 十 6] 上 存在 唯一 ， 设 
N (f). 


* (t, fo, Xo); to t T, 
2 8 


则 显然 x*(t) 是 初 值 问 题 (4,2,3) 在 [fo， 了 十 6) 上 的 解 ， 此 与 
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THERA. O 
定理 4.2.2 BSfEC(R,x E, EJ, FAM H N TO O, 
L>0, e>0, ##66=dC7T, e, L)>0, MBWEAC,»), 
(s, ECO, TIXE, |t—s|<d, L, ABN 
IG, &) (s, &) Se. (4. 2. 4) 
XE TFETHFNEC CR, R), HAN HN, YE, t> 0 , (4. 2.2) 
M W.. III N Ar At 0 4 CE, MH IIA (4. 2. 3) 都 存在 
定义 在 (tfe， 十 ceo) 上 的 唯一 解 。 
证 GT xt, tf，x%o) 同 定理 4.2.1 证 明 所 述 . 若 了 << 十 co 
则 由 定理 4.2.1 之 证 明 可 知 必 存 在 艺 > 0 ， 使 |x(b fo, *) = 
L, Vi€lts, T). Hf He O, HOMEMREMR. NH N, > 
nt) (t TH. fo, Xo) -(, to, x0, EL Ie, T -A 
则 有 
n- (t) =Cx th, to, xo -& (T, fo, Xo) SETA, KU ＋ A, to, 
X O0) — fC, x(, to, & 000 
SL (HTR, to, -& (H, to, Kod (. x(t, to, X00) 
(t, x(t, to, xo -CH THA, to, xo, — &, Fos 
Xo), F(t TR, x( TR, to, 00 -(, Gth, tos 
K 04 
SAA nC) THF (TR, x(t ＋ R, to, x0 ft x(t A,; 
to, 00 
<AG@)n@) +e, 
积分 这 一 不 等 式 并 利用 定理 1.2.5 和 定理 1.2.6, 即 可 知 lim, 
tos Xo) 存在 。 再 仿 定理 4.2.1 的 证 明 即 知 定理 4 .2,2 的 结论 成 
e | % 
4.2. NF () SCCE, E), HRERAM> 0 ， 使 得 
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* H, EE, A 


Cx—y, FCD — Fy- SMI - y. (4. 2. 5) 
Nu H AHto SO, x ELF, 初 值 问题 
x’ = F(X), XC) =X (4.2.6) 


定义 在 [fo， 十 co) 上 的 解 存 在 并 且 唯 一 。 
证 EMA. 2. 2h, Au = M, EER A (4. 2.4) A 
必 自 动 满足 。 口 ] 
用 与 定理 4.2,2 类 似 的 证 明 方法 ， 可 以 把 系 4,2.1 推 广 为 
定理 4.2,3 设 i1ECLE，E)， 并 且 
CX -F -C D- (H-), VX, EE, 
(4.2.7) 
HHPgEC(R,, R), (0) = O, HA WH Mu =g), 
uC 0 ) = 0 在 Ri 上 的 最 大 解 为 零 解 ， 则 对 任 给 fo O, EF, 
初 值 问 题 〈4.2.6) 定义 在 [to， 十 co) 上 的 解 存在 且 唯 一 。 


4.3 CGalerkin E 


设 E 是 Banach 空 间 . 本 节 中 我 们 总 假定 ,存在 EE 的 有 限 维 空 
闻 序 列 {E,} 和 线性 投影 算 子 序列 {P,} (P.: EE,), MK (1) 
P. I 1 n= 1, 2, . ) (ii) HHNE, P. x. 
满足 上 述 假设 的 最 简单 的 例子 是 可 分 的 Hilbert 空 间 。 
引 理 4.5.1 在 上 述 假设 下 ， 
Cy, P.) (y, &), VEE, YEE, (4.3.1) 
”证 RME. 3. 1, FH FCI, Ey, P. x). (Px) 
=P* f(x) HP, I= 1, KPT = 1, Se 
P FE FH =, PH FO FO) =, 
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即 P yyCJy, 这 表明 (4. 3. 1) 式 成 立 , 口 
在 考察 上 的 常 微分 方程 初 值 问 题 
x= f(t, x), & (0 (4. 3.2) 
的 同时 ， 考 察 
& P. FC, x), xto)= PX0, XE, (4.3.3) 
(4. 3.3) PRA (4.3.2) G alerkin MM. 
4. 3. 1 NFECCRo, E), (t, x) IAM (vt, x) 
SRO). NI H AteCto, total, *, yEBlxo, 6), RA 
(*, Ft, x) (t, Y gt, x - -, 
(4.3.4) 
EH GECCCto, tot+alxR,, R), gG, 0)=0, Huf) 
0 是 初 值 问题 x = gt, u), uth = 0 的 最 大 解 . Sax 


min {a ， 阁 |， 则 存在 自然 数 n。, 使 得 当 n 之 no 时 ,方程 (4.3.3) 


在 [fo， to TER IH fx, (f), Ff H., CA CT o, total 上 
一 致 收敛 于 方程 4.3.2) 在 [to，to 十 4) 上 的 唯一 解 。 
证 ” 取 no, 使 当 n 宇 no 时 上 上 Pxo 一 Xo 叫 十 gM sb. F Nuno. 
由 引 理 4.3。.1 知 对 1E[io，to 二 8])，x、yEE,N B(x, b), A 
(x—y, Pfa, &) - P. (t, „- (K -, Ft, x) 
~fa, 504 
<g(t, -) -f, 
Hr ARI K 4. 1. 1 (FK E A 1. 3. 10, J H (4.3.3) 在 
(to, to tal ERAM — fx., SC) P. x(t) (X Hæx(t) 
是 方程 (4.3.2) 在 [fo， to 十 gj 上 的 唯一 解 ， 根据 系 4.1.1, 
E IIR FETE) , 2, (t) = x, (f) - ,t), m) =, (t) . 于 是 ， 
met) m-) (2, (t), 2,0). 
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<(z,0), Paf, &, ()) -P. (t, %)) 
HIF, yt))—f 6t, x()) HC 
<g(t,m(t) mt) HF (t, v. (t)) 
—fdt, SAMIMA. 
WRAIG, P. x(t)) —-F(t, x(t)) n> oF F Eltos tota) 
AKK NFO, MPUAENS ny, fi Mn VR 
met) m. (t) ( (t, met) Tem (t) 
HEMA. 1 L. IE H En H AIM, (t) TEC Lo, fo TAE NIK NN 
0, AM, (f) Co, to 十 a) 上 一 致 收敛 于 x(《t) ,LL 
同样 ， 我 们 可 以 证 明 
定理 4.3,.2 BR/ECCE, E), 并 且 
Cx—y, FOFO -, V., YEEJ, 
(4.3.5) 
HRgECCR, R), (0) = O, HAMA u = gu), u0) 
= 0 的 最 大 解 为 零 解 。 则 存在 自然 数 96。， 使 当 n 宇 no 时 ， 初 值 
问题 
* P. f(x), XG )=P Xo, XEE, (4.3.6) 
(to 0) Æ (to, +) EA A i H, (f), 37 LOE 
[to， 十 co) 的 任 一 有 界 集 上 都 一 致 收敛 于 初 值 问题 
& = F(X), x(t) =X (4.3.7) 
Co, +00) LA) H (f). 


4.4 连续 相依 性 定理 和 可 微 性 定理 


先 给 出 耗 散 型 条 件 下 的 连续 相依 性 定理 。 
定理 4.4.1 KFECCR. XE, E), F#AWEAICR,, x, 
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3EE, 
(x= y, Ft, x) fE, y- gt, -v, 
(4.4.1) 
Hga, ECR R., R), get, 0)=0, HA ud=0 
是 初 值 问 题 4/ = get, u), uC 0 )= 0 的 最 大 解 。 设 
u’= g(t, u), ulto)=uo> 0 
NN, to, uo KEN MT (to, u00 CR. x R. WE 
题 
* ft, x), XC) O (4.4. 2 
N (t, to, x EAN MP (to, XER, XE. 
证 HR K 4. 1. 1, MAN (4. 4. 2) 的 解 对 任 给 〈 to, 
* o ER X E 都 是 局 部 存在 唯一 的 ， 从 而 在 其 最 大 存在 区 间 上 
是 唯一 的 。 设 x(b ti, x10 Al (t, fz, XJA RE x (t, x) 
EWER =x MG = FHN. RRR, Kt 
tee mf) = (t, fi, x10 - (t, fz, X) || Cet) ， 则 由 
(4. 4. 1 KH An 
m. (t) .it, mE), . 
因为 mt ) = -& (ti, te, Xall H A1. 2. STA 
met) ret, fi, (le, -( fi, fz, & 2) 0, ti, 
因为 r(t，to，wo) 连 续 依 赖 于 Cio，wo)， 所 以 
limm(#)<limrG@, t, xi - (fi, fz, K 2900 


titz 11512 
& 1 X2 12 * 


=r, tz, 0) = 0. 
NN Nik. U 
下 面 研究 解 对 初 值 的 可 微 性 问题 .我 们 将 假定 /满足 假设 
CH) fEClR,x#, E), fG, „AN Frechet 偏 导 
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MF(t, ORE, KK, FE 

Cy f, 2yl.<gG, Iyl, VI O, y, 2€E, 

(4.4.3) 

QEJECLR, x R., R), get, 0)=0, HAuH=0 Æ u’ = 
glt, 20，U0)=10 的 最 大 解 。 

引 理 4.4.1 Katt (H) MN, N = O, EE, 
YEE, A 

(* -, Ft, ) At, „„ get, lu - Y). (4. 4. 4) 

证 ERCO, 109 BO Sss s T <s,= 
1, SAS, Si S.,, r, ECS, S, 1) G=0, 1, , 11). 
Hy Riemann ZN HN N, A 


| ka, sx, +C1 —s)x,)hds 


n—i 
= lim bie Mer T,X, +C 1 r, hds], 


1= 0 


于 是 
[+ ; f fa, sx, +C1 -S) hds]. 


有 一】 
一 lim [ h, Lt, r. x14 (1 Erbe, ps,]. 
n 12 0 


n=l 


Slim DAs, ch, Flt, r. * T (1TH x09 


n—1 
<g(t, Aim 2 4s,=g9Ct, |All. 
n= ee 
I. . i HN NN AH, Nx x, x: =y, h=% y TECA.) 


式 成 立 。 口 
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f 3 MA. 4. 1K KA. 1. 1 Mn, MRA (H) 满足 ， 则 初 
值 问题 (4.4。2) 的 解 对 任 给 (lo,xo)ER+x 互 都 是 局 部 存在 唯一 
的 ， 从 而 在 其 最 大 存在 区 间 上 是 唯一 的 。 

WEA, XER XE, RANG, tos * RRD 
问题 (4.4.2) 的 解 ， 下 面 我 们 关心 的 问题 是 x, to, * 关 
于 xo 和 关于 是否 可 微 的 问题 。 

定理 4.4.2 TR (H) 满足 , 则 下 列 结论 成 立 ， 


(i) «t, tos wo) 关于 %o 的 Frechet 偏 导 煞 3- t, Eos 
xo) FE GAMA xG, tos ad, toy Ho)» SHE ， 
0 


„ & (t, to; & 000, fro; 
(o) =; 


(4.4. 5 
(ii) t, tos xR Tt off) Frechet (i & A. v t, tos 


xo) Fel (l act, tos are dt, ta, c, WE 
„ * (f, to, K %, tœto, 
Wto=—flbos Xo); 
(iii) Veit, to, x0 -(, to, Xo )f Cho ,Xo0), 
证 BA, WE (4. 4. 50 MRE, RIN AOOR 
示 这 一 解 。 令 
2 ( ) (, fo, x TH) -(, tos XD —U hk, 
Kt to, Xos Xo REE met) (), W 
mt) (H), 2z (10. 
= [(Z (f), f, «(t, tos Xo +h) 


(4. 4. 6) 
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FC, Cty fo, R 0) FC, x(, fo, 
* n. 
由 f 关 于 x 的 可 微 性 ， 有 
FU, x(t, to, Xoth))— ft, x(t, to, Xo)) 
= f CE, x(t, to, Ko Cx (H, to, XK) xl, to, Xo0)) 
+wh), 
FEA wh) OH, to, xo tA -f, to, xd). Ae, ACA) 
可 知 
M SCG), fC, x(t, to, Xo) (ft) WCA) 
<L), folt, x(t, to, Xo DDZ) HLC, 00400. 
z(t) 


SAAL (H), Ait, x(t, to, Hod Ie + C2) %). 
t, Ace, u. (4. 4. 7 
下 证 
wh) J _ 
h, U Io. e 


ARE, HAN x(t, to, x EH) (, to, xo), W 
n (t) x(, to, Xo YH -(, to, xo, x (, to, xo tA) 
— x’ (t, to, xo0 0A 
= (t, to, x YH -& (k, fo, * 
St, x(t, to, xo +h) - fE, x(t, to, xo) 
Sk iX (t, to, to th) -& (H, to, x0 Ein), 
(4. 4.9 


其 中 
kı =sup{||f;Ct, 2) tE ,2E{sx(t,to, xo) 
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+01 -S x(t, to, xo tA] 0<s<1}}, 
7 表示 上 + 中 含有 如 的 一 个 有 界 区 间 ， 注 意 到 (to) = AI, Bw 
微分 不 等 式 〈4.4.9) 可 得 
nt) He- to) SH, viel, 
其 中 ,一 sup {ehitt-t0)|tE7) 为 一 常数 ,因此 ， 


WAY) jm WA 
limf 200, Tal nS eee ”了 ff 


lwl _ 
Sn RnCt ) met 


BN (4. 4. 8) KMM. El, H (4. 4. 7) 式 及 定理 1.2.5 和 定理 
1. 2. 6 H 
lr, fret. iu, 0D 0 
其 中 rt to, OD Ru = get, u), u(to) = 0 H RN X , 从 而 
(i) Rik. EX 
t) = (t, to tr, xo (t, to, xo UHF, xo) r, 
SGH YC), I 
(fi) CY), y E 
=(, FG, x(, to Tr, xo) — ft, x(t, to, xo)) 
Vt, x(t, to, x (to, xo) r). 
((t), fi, x( H, to, xo Ct) T. 
SCYA), (t, x(t, to, xo YD Ty wir), 


<rg(t, CC, wer, (4. 4. 10) 


KP w(t) OCH, to r, x (t, to, x) . H (4.4. 8) 
式 可 以 证 明 
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lim| y(t), we) | =0, (4.4. 110 


此 外 ， 


lim DE) Lim 


™0 T t= 0 


Ea „X90 
x(to, tr Xn) Xo LFG, 


Xo) 


Xx (to. FT, Xa) —XCo tT. ta tT, Xn) 
T 


== lim 


7 一 0 


+f(to, Xo0) 
一 0 (4.4.12) 
H (4. 4. 10), (4.4.11) , (4.4.12) 三 式 并 利用 定理 1.2.。5 
和 定理 1.2.6， 得 
lm? re, to, OF=O, 


1 0 


从 而 


S t, to, Xod)=—U MHo, Xa) 


(111) Mik, f (1) „ (111) 即 可 知 GD 成 立 . 口 
定理 4.4.5 在 定理 4.4.2 的 条 件 下 ， 下 列 公 式 成 立 ， 


1 
& (t, to, Vo) -& (t, to, & 00 U, 0 ＋S( Y o (yo 
一 X0)as， (4.4.13) 


PUC, torto) = ct. , a). 
证 ”由 定理 4.4.2 可 知 
Fatt to „Xo ＋S( YO -O =U (Ct, to, Xo 
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十 SCyo 一 X0))Cyo 一 %0)。 
该 式 两 端 在 (0 ，1] 上 对 s 积 分 即 可 . 口 
在 考察 初 值 问题 

* (t, x), X (OD & (4. 4. 14) 
的 同时 ， 考 察 

2 一 it，y) 十 Rit，y)，y(Cto) 一 Xo， (4.4.15) 
Ht O, x E. K RECCR. E, E), (t, to, & O) 和 
YCE, to, & KN CA. 4. 14) Ju H N (4. 4. 15) 


的 解 。 
定理 4.4.4 EELA RRT WERS FIA 
式 成 立 ， 


YCE, to, x & (T, fo, Xo) 
t 

+f V,, 96s to, ce) Re, cs, to, a: dds, 
0 


(4. 4. 160 
KU, te 10) = Se tos Kod. 


证 Wy=yCt, to, 0, 则 由 定理 4,4.2 可 知 
d 


at, s, ID=- alt, e, ce) 


+ oat, s, ys) YCs) 


2 , s, (S)) f(s, ¥(s)) ＋ Ut, s, „()) CFCs, yCs)) 
＋R(s, 589) 
=U Cf, s, y)) R(Ss, (s)). 
HARME, DENMA IHERB (t, t yt) ) 
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= y(t, boy Kady HCE boy Ya) P= XC, fo, Xo)s BY 可知 
(4.4.16) ARL 


4.5 闭 集 上 的 解 


NEM Banach E H, PRE PH GHB, x EF, B(x D, 
0 xEE * — x 9 || <0}, F,=FN B(x, b) (>0). 


M/ SC CCH, t Xx F, E), HTL DAH NV, K 
- HUteCte, te La), x, YEFo MA 
DVG, x, Sga, VG, x, y)), (4.5. 10 
KH D- Vet, x, YH NN XA. 1. 1, JEC tota) x 
R., R), get, O) = O, 并且 u = t, u), (t.) = O HA Co, 
pta) 上 的 最 大 解 为 零 解 ， 则 称 f 在 Cos te H) x F EMH E 
Jlany Hoste KD RE. 
定理 4.5.1 BSEC(Ct,t.+a)xF, E), yt, »||<M 
CVG, x)ELto, to Ta) Xx Fo), HJE Choy toto) x Fy E 


E Many RON KTR. XR 
lim fd +hf Ct, a), F) = O, viSCto, to T, XEF. 
h->0* 
(4.5. 2) 
4a=min{a, IT- IJ. MUT 
9 M+ 1 9 
& (t, x), xo) =x EF (4.5. 3) 


在 [fo， to。 二 a] 上 有 唯一 的 属于 的 解 X*EC![[t,， to ta) F). 
证 根据 引 理 2.3,2， 我 们 可 以 得 到 一 串 近 似 解 x,ECT[t。， 

to 二 a])，BCx。，68))， 满 足 引 理 2,3,2 中 所 述 的 全 部 性 质 ， 由 引 
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理 2,3,.2 性 质 (iii) NF oH n Kk HT A XEF CVE (to, tot 
49. 

met) et, x, (t), &, ()), tE(ty, to ra). 
tech, Hes, f:), MEE (4. 1.3) MH A 


mD lim C/ C, a. (H), a. CD- VC =I, 
h~>0+ 


*, (t) hf A, x, (t)), x, (t) -t, x 50000 
FEIRO -C, x. (t)) H — FE x, (t)). 
(4. 5. 4) 
t I 2.3.20 (ii), K, (t) - , (t:) C MTI) (-%), 
从 而 再 利用 引 理 2.3,.2 性 质 (iv), (v), WA 
[AOE 0 d= ISAO) e, D 
+N FG, x. (H)) JG,, (t)) e,, 
Fr] N TNC) - fC, x(t)) <2e,, Mn H (4. 5. 10 F (4. 5. 4) 
两 式 可 得 
mt) get, met)) + 2L.Ce, ＋ En) (4.5.5) 
ME, EDNA Hm A IE, RT BATT AH, 
(4.5.5) RHEE — HEC, to TN. H ACO) = O, 
从 而 根据 1.2.6 可 知 
met) Sr nt fo, 0), tECfo, total, 
HPrinGs tos 0 ) 是 初 值 问题 
u= gt, u) 2L(e, T e,), ulto y= 0 
的 最 大 解 ， 出 定理 1.2.5 可 知 rwn(f to, OE Cho, total 上 
KAFO (m, n oo) ,所 以 
limi, x. (t), * C)) O. 
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KH (4. 1. 2) KH n (x, (t)) MLT, Eo tol EE- KN NMX 
FHN HN, MAMAE): Cos fer E, IN x, (t) 在 
Cho sto 二 a 上 一 致 收敛 于 x(t) ,因为 x,(1)EF(VIELt, ,to ra), 
所 以 xCDDEFCVIE[fo、to 十 0)), 由 定理 2.3,.1 的 证 明 可 知 x(t) 
是 初 值 问题 (4.5.3) 的 解 ,存在 性 部 分 证 完 。 唯 一 性 部 分 证 明 
与 定理 4.1.1 相 似 。 口 ] 

用 类 似 的 方法 ， 我 们 还 可 以 在 凸 闭 集 上 建立 与 定理 4.1.2 
平行 的 结论 。 同 样 ， 定 理 4.2.1, 定 理 4.2.2 和 定理 4.2.3 也 可 以 
推广 到 凸 闭 集 。 例 如 ， 我 们 有 

定理 4.5.2 HECE, E), 并 满足 


1585 Id Y hf Cs), F) = 0 VxEF, 
10 * 


Cx—y, ICN) FCO Y- S -, Va, „F, 
Ki gECC R., R), (O0) = O, Hu = g(˖u), u 0) = 0 在 
R. E. HN XN SH, MAEA to O, e, I H N 
(4. 2. 60 在 [te， 十 co) 上 有 了 唯一 的 属于 已 的 解 。 


4.6 附 K 


NA. 1. 1 HLakshmikanthamqnLeedaſ 20). E 4. 1.2 
是 DeimlingC 3 ) 中 证 明 的 ,全 局 存在 唯一 性 定 理 4. 2.1 
4.2。3 分 别 见 Martin( 2 ] 和 Deimling[ 3 ])。 利 用 Galerkin 台 近 
方法 研究 Banach 空 间 常 微分 方程 《本 书 4.3 节 的 内 容 ) ， 可 见 
Deimling( 4 ]。 其 进一步 的 讨论 可 见 Dermling[ 1 ). FN N 
件 下 的 连续 相依 性 定理 (定理 4.4.1) 和 可 微 性 定理 (定理 
4.4,2~ 384.4, 4) 见 Ladas，Ladde 和 Lakshmikantham 
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(1. K 4.5. 11 H Martins 2 3。 与 Banach 空间 常 微分 方程 
初 值 问题 在 闭 集 上 的 解 有 关 的 更 进一步 的 讨论 见 Matrtin (1) 
[2 及 Lakshmikantham 和 Leelaf 1 J. 
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第 五 章 “” 流 不 变 集 与 微分 不 等 式 


在 普通 常 微分 方程 理论 中 ， 微 分 不 等 式 是 一 个 重要 的 工 
具 。 本 章 的 主要 目的 是 把 这 一 工具 推广 到 Banach 空 间 常 微分 
方程 中 去 。 

为 此 目的 ， 本 章 首 先进 一 步 讨论 了 前 面 三 章 中 已 经 使 用 过 
的 “边界 条 件 "”， 然 后 研究 了 Banach 空间 常 微分 方程 中 的 流 不 
变 集 的 概念 和 判定 问题 。 在 此 基础 上 ， 证 明了 关于 微分 不 等 式 
的 若干 结论 ， 

本 章 中 还 讨论 了 Banach 空 间 常 微分 方程 的 最 大 解 的 存在 
性 问题 和 其 它 有 关 的 问题 。 


5.1 关于 边 办 条 件 的 进一步 讨论 


在 研究 Banach 空 间 微分 方程 在 闭 集 上 的 解 的 性 质 时 ， 边 
界 条 件 


um TLd(CX TAF (t, &), F) = 0 
ta R 


NE (BRA. =. MH). K NN f 
某 些 进一步 的 讨论 。 
NEN BanachfH, DE HAN, DNN DHEA. 
DNHNNNRNNOD =D. 
A5. 1. I RDBRE PHAR, xE0D, 2E. W 
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lim Ld¢xt+dz, D)=0 (5.4.1) 
Tr 4 


的 充分 必要 条 件 是 ， 车 pEE*，9(*) =supycy), 则 必 有 plz) 
<0., 
为 证 明 这 一 定理 ， 需 要 如 下 的 引 理 ， 
引 理 5.1.1 RDBE PWR, 1E, iil 
d (u, Dy=max{plu)—supp* (y) |pEE*, 1 7 
这 一 引 理 的 证 明 见 Holmes[ 1). 
定理 5.1.1 的 证 明 先 证 必要 性 , K SEL, pd, 


) sup). & = , ， 则 由 引 理 5.1.1 知 
165 iløll 
d A, DDC dz) ~— supy) 


=p x) TAC) — p(x) A) 
从 而 由 《5。1,1) 式 可 知 


yz2) lim a(x+iz, D)=0, 
To 4 


此 即 p(z) 和 0。 必 要 性 获 证 ， 

再 证 充分 性 ,用 反 证 法 , 设 对 任 给 gEE*,p(%x) 一 supp(y)， 
BHS) O, IH (5.1.1) 式 不 成 立 ， 则 必 存 在 c> 0， 使 
im Ada Ede, 万) 一 a。 根 据 引 理 5.1,1， 必 存在 d O., 


A>0* 


Ipsll=1 ,使 得 


CC) Sup.) Ex, e. (5.1.2) 
S YED 2 
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HEE Bly, (*) <supy,(y), Pree (5.1.2) NM e), 


并 且 
limCo (x) ~supe,(y)J=0, 


SM. (. n EU AEN D F N N . BRA MO 
M O. Hi . HY. = 1 NM IAN, 从 而 根据 著 
名 的 Alaoglu 定 理 ( 见 N,Dunford 和 J].T.Schwartz( 1), M. 


EDK 的 。 FENM xd. RPEN Mi. ERY ED. BiB 
go 在 E* 中 的 弱 * 邻 域 
U(gosk )=9o EE.) -a lolx) A, 


1 
k 
90% | <4 ae 


因为 对 一 切 &，woEM ,， 所 以 必 存 在 {em} Cn, W pn€ 
UC(posk), 这 样 我 们 找 出 了 {pr ) 的 一 个 子 列 {pn tb 使 得 
n (Z) ), Pn CX) P(X) Oni CVI PMC Yo). (5.1.3) 


从 而 
PoC Mo) Slim (% Slimsupyns(y) 
1 kB HED 


=limgn C =po(%), 
这 表明 《注意 上 式 对 任 给 y6ED 者 成立) Polx)=suppo(y) 。 
因此 ，po(z) 迁 0 。 另 一 方面 ， 由 wrtx(2) 一 0o(z) 和 war (2) = 


TM ( >>0, PEPE. KOBE. LL 


由 定理 5.1.1 的 证 明 可 以 知道 ，〈5.1.1) 式 成 立 的 充分 必 
要 条 件 是 
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lim Ld(x L Az, D)=0. 
42 0 A 


设 P 是 Banach 空 间 E 中 的 锥 ， 则 集合 P*= {9EE* | (x) 
O, VXEP MA PRIE, 
5.1.1 BPE th HHN Ak, & EP, 2E, 则 


lim 工 d(x 十 4z，P)=0 (5.1.4) 
O 


的 充分 必要 条 件 是 ， 对 pgEP*，gp(%x) = 0 MH ADC) O. 

证 HAS. 1. 1% (5. 1.4) 式 成 立 的 充 要 条 件 是 pEE*， 
% =inigl y te plz) > 0. 由 卫 是 锥 知 p(x) = info 
等 价 于 p(x)==0 且 g*EP, 证 完 。 口 

定义 5.1.1 设 D 是 Banach 空 间 E 的 子 集 ，xE0D, 向 Bu 
EE 称 为 是 D 在 x 处 的 外 法 线 向 量 ， 如 果 ] 叫 丰 0， 并 有 目 (E 
y= xleh ND=¢, 

在 一 般 情 况 下 ，D 在 x 处 的 外 法 线 向 量 不 一 定 存在 . MRD 
在 x 处 的 外 法 线 向 量 存在 〈 它 一 般 不 是 唯一 的 》， 则 DD 在 x 处 的 
所 有 外 法 线 向 量 组 成 的 集合 记 为 N(x)。 

定理 5.1.2 KD * E WATE, x€oD, E, f H. 

(5. 1. 1) KMM. HIN H HAUEN (K), H (u, e) <0, 
证 Rue N (A). FEN HTN YO, BRA 
%+AZE{ YEE | ||y—(x-+u)||<I lull}. (5.1.5) 
若 不 然 ， 则 存在 1o> O, fi 
CA —(4%-+u) || =||Aoz—all<llall. 
4 g(A)=|lAz—all, NA HK, MI. 
g(a) C +(4 la, 0 A oe 
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EN e KN, H Y- (* Hu) Nu (VV), 
从 而 对 任 给 yED， 有 
l LA V= (etn) ||—llxt+42—(x+4)| 


C N +(1 fi 


sA jae 
= 7, lull 7,940 0 


所 以 
L (K LAZ, Dye Lull—gtAs)). 
A 15 


令 1->0， 得 lim 3d(x+hz, DoE — g6Ao)) . & 
A 0 


FH. M (5. 1.5) AM. (5. 1. 5) 式 表 明 对 一 切 4>> 0, A 
Ar- A= llull. 
为 了 证 明 结 论 ， 我 们 只 需 证 明 存 在 poEyJuw， 使 po(2z2) 委 0 即 


AI. N — A, NA, O“. NS. (u Juz), Hew 


则 
= A, = %,(u—A,2) = p, (A) — A. ., (2) 
Su A. U. (2). 
EAV. (2) S, f HV, (u) ul. HF (5. 1.3) 式 之 证 明 可 知 
D TF E (V. HN T I ( RH EN, . 1. E 
Vn () % (u), Um (2) (2) 
Mn Yo (u) = full, [Voll 1, V () SO. Sp = ufo, WB 
Rp Eu, G (2) S. iE. U 
例 5.1.1 在 定理 5.1.2 的 条 件 下 ， 推 不 出 (u, 2) A 0. fl 
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W RE=SR', KNA NH letis] 定义， 这 里 x= 
(i, & CRU. &D={x|%,<0}, x=(0,0), 2=(1,0), 


显然 tm Ad Ne, D). 3 ＋ H, u=000, 1) EN (Xx) 
~»(* 


(x 二 (0 ,0)) ， 而 经 过 计算 可 知 
(u, 2971, (u, 2)- 一 一 T。 


FEA (5. 1. 1) A RH (u, 240. 


5.2 M N X K 


本 节 给 出 Banach 空 间 常 微分 方程 流 不 变 集 的 概念 ， 并 讨 
论 了 它 的 判定 问题 。 

定义 5.2.1 设 D 是 Banach 空 间 E 中 的 子 集 。 如 果 对 任 给 
YEE, MRTEXED, Edy, D) K- , WARD K N 
可 达 集 。 

显然 ， 距 离 可 达 集 一 定 是 闭 集 。 

设 思 是 Banach 空 间 ,f， (to, tota) X 五 -> 已 《其 中 aa 可 以 
取 十 ceo)。 考 虑 Banach 空 间 常 微分 方程 初 值 问题 

* = f(t, x), X (OD &. (5.2.1) 

5. 2.2 设 对 任意 连续 函数 x(1)， Co, to T E 
(b Sa), REXO, xXx ED, x(t) 在 (hos fo rb) 上 满足 方 
FE (5. 2. 10, NH (H) ED (ViEltos tot+b) ])， 则 称 D 相对 
FFH NR. 

注意 ， 在 定义 5.2.2 中 ， 我 们 并 不 事先 假定 初 值 问题 
(5.2.1) 有 解 ， 而 只 是 说 ， 如 果 x(f Elo toto) 上 是 初 
值 问 题 (5.2.1) HN, WALEED VEL, to). 
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定义 5.2.3 Bag: Co. fo T) XR R. 如 果 对 任 给 
m(E)EC(Cio, tott), R.) (<a), REm(t.) = O, 并且 
mt) Y O(teE(to, fo r)) HEEN LESIE, mE), RA 
met) S. JU gti N M. 

下 面 讨论 流 不 变 集 的 判定 问题 。 

定理 5.2.1 设 是 Banach 空 间 ，D 是 上 中 的 距离 可 达 集 。 
Bf: [to, to Ta) EHE, HFT HKM N): (to, to- 
a) * RI R, HAN te (to, tota), EMD, ye, 
都 有 

(& yf (t, x) -F (t, . (t, x-) =. 
(5. 2.2) 
又 设 对 使 得 N(x) 志 4$ 的 xE9D， 有 
(u, f(t,%))4<0, VuEN(x), fE(to, to Ta), 
(S. 2.3) 
则 九 相 对 于 /是 流 不 变 集 。 

证 RED, f. HA NK (t): Cto, to T6) E M 
AH (5. 2. 1). Smet) d (x(t), D). Hm (to) = 0 。 设 对 某 
tE[to,， to 十 6)， 有 tm(t) 0 。 因 为 D 是 距离 可 达 集 ， 故 存在 
pED, mH |x) pf. BRCOD, Su=xt)—>p, W) 
显然 EN (P). H H. 3. 2H (x) H an 

met) m i(t) = (u, Jet, x(t) ) 
(X() -, fit, X)) -F (t, HD) (4, ft, 50) 
<g(t, mmi). 
NMI (f) St, mt). NMI) O. EFH, H 以 ， 对 
一 切 tEltos to rb), Amt) = O, MH NH- tElto,to +d), 
& () ED. ik SE. UL 
107 


定理 5.2.2 设 D 是 Banach 空 闻 中 的 距离 可 达 集 ， 
fs (to, tot x 五 -> 五， 并 存在 唯一 性 函数 g: Co, to a) X E 
>E, MN — tE, tota), CEM, yEAD, ABA (5. 2.2) 
式 成 立 。 又 设 对 任 给 xE9D， 

tim Ld(x+Af(t,x),D)=0, (5.2.4) 
T= 4 
则 也 相对 于 /是 流 不 变 集 。 

证 dem@)=—d(x«@),D), Mum (to) = 0 NM NMeE(to, to 
+6), Amt) Y O, WHEPEAD, mt) = x(t) — pl AE 4 
„ED, s>0, RALHS CH) TSF (t, x(t)) To) ( 
0 )， 我 们 有 

([xCt +s) — yl] HHC) - Ns(F (f, x(t)) E,D] 
+|lp+sfG,p)—y|| Tos). 
N 
met SO (t) pts (t, æ(t)) - (t, p)) 
十 db 十 sf (t, p), D)+o(s), (5.2.5) 
Ss) = met, s), WA (5. 2. 5) LAB 
EC OO — , FC, x(t)) -A, p+ 
SHC O), 0000), 
Mm m (t) get, met), met) 0 FH. iE 5E. U 


5.3 WATER 


在 有 限 维 常 微分 方程 理论 中 ， 微 分 不 等 式 是 一 个 重要 工 
具 、 同 样 ， 在 无 穷 维 Banach 空 间 常 微分 方程 理论 中 ， 微 分 不 
eK ia BNE. 
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设 己 是 Banach 空 间 ， 忆 是 已 中 的 锥 〔〈 人 参见 3.2 节 》 。 如 果 P 
WARP =p, 则 称 忆 是 一 个 体 锥 。 如 果 已 是 体 锥 ， 并 且 * 
EP’, WELY. 

PEH, P*¥={pEE*| p(x) 20, VxEP RPMI. 
若 卫 是 体 锥 ， 记 

PY ={9EE*|p(x)>0, VEP). 

315. 3. 设 忆 是 锥 ， 则 

Ci) EPH) NKF NN HSE PH, (X) O, 

(ii) 车 PP 是 体 锥 ，xE0P， 则 存在 pEPY ， 使 %(x) =. 

证 (i) 只 需 证 充分 性 。 设 对 - HSP“, (X) O, 但 
%EP。 则 根据 点 集 分 离 定理 ， 存 在 BEE* 及 实数 6， 使 得 

V) <å; V D &, VyEP, 
由 忆 是 锥 及 $Y) 之 6CYyEP) 易 知 6==0, 从 而 PEP*。 IH HV) 
<ô= OM P* IH. KORX. 

(ii) RPAH, COP RAG AEM, 存在 EE*， 
BEpCx)=supply), PILY CV YEP), 注意 到 了 是 欠 ， 
Sup Y) O, C =. = b, WEBYEP, p> 
pCx)=0, HH EPF. (ii) MN. O 

5. 3. I KF. EE, MRX Af HN NP, 有 
C =, MF (K)) S (Y)), MAREN. 

我 们 首先 在 PP 是 体 锥 的 情况 下 讨论 微分 不 等 式 , 下 设 b, 

《da 可 以 取 十 co ) 。 

定理 5.3。.1 WPA, fe Cho, to T REE, 3: H 
- tecto, to Ta), TM. Nu, vEC ((to, to Ta), 
E), ulto) v(to) 


* 
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u’ (H) - fC uK Ct) -(, (t)), (EG to ta), 
(5.3.1) 
MINT ELCs tota), HuK). 
证 A MN, WEE tota), K 
v(t, )— ult, ) CP,; vt) ~ult)EP GEL, f.)). 
根据 引 理 5.3.1(ii)， 存 在 pPEPY ,elvG,)—uG,))=0. 
amb =p ut . mti) O, HEARE sti) ， 
met) Y, Mim (ti) O. B-, WEUS), 
plu, D=plvG,)), NH F (Ii, ) 的 拟 增 性 知 
m (ti % t -A DSPG, v:) 
—fGs, u(t1)))>0 
PAPI. M NS. 3. 1119 f NIL. O 
上 一 定理 假定 了 已 是 体 锥 。 下 面 讨论 忆 不 假定 是 体 锥 的 情 
ii. 
定理 5.3.2 设 锥 P 是 Banach 空 间 E 中 的 距离 可 达 集 ， 
F: [to, tota Xx EE, Af HNA Ne (to, to a), f 是 拟 增 
hy. Nu, vEC'(Ltoy to Ta), EJs, uG) (o), 
u (fa uu DD— vE), t€@oto ta). 
(5.3.2) 
XK IF IE i — TE N g: Cos to Ta) Xx EHE, MN - H 
* E END, yeOD, MA (5.2.2) KMM CRD=P) W 
(t) (t), VtEltos tota). 
证 令 w(t)=v(t) 一 u(t)。 考 察 初 值 问 题 


w Ft, w), 
| (8.3.3) 
wtp) (HD -e, 
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其 中 已 (ft =f, ut) T- fa, Mtd, d G) = 
u’ Cf, (t)) (u! (t) - F(t, uC), EPCYIELto, tot 
@)). 因为 了 是 拟 增 的 ， 故 若 xEOP， SEP, Y ( 一 0， 就 有 


pE, x> 0 ,根据 系 5,1,1，lim +d (& LA G,x), P) 
A->0* 


=O. MH FG, HH LR (5. 2. 20 KH 
(x—y, Ft, a) —F(t, „ t, [x- )- 
(5.3.4) 
HT AtECto, tota), xEE\P, yEOP RW. M i Æ H 5. 2. 2, P 
HN FAM NNRN. HERB ()- ut) HA (5. 3. 3) 
的 解 ， 所 以 对 一 切 Eltos to ra), vt) —u (10 EP, Mu) 
<u) U 
E 5. 3. 3 NEM Banach fl, P EI ff, F: Co- 
to T Xx EE AAA, 并 且 对 每 个 iE[to， to Ta), f 是 拟 
MAT. Ku, vEEC' Clty, tota), EJ, ulin) Suo) ， 并 且 
(5.3.2) RMI. LEI HteCto, tota), x, YEE, A 
(x-, Ft, x) -(, . St, [x , 
(5. 3.5) 
其 中 gECCCto，to 十 ao) x R., R), t, O=0, 5 H UH II 
u get, u), uc(to) = 0 在 [to，to 十 a9) 上 的 最 大 解 为 零 解 。 则 
N- HteCto, to Ta), Aut) ). 
E 令 w(1)=v(1) 一 uCt)， 考 察 初 值 问 题 《5,3.3)， 其 中 
F(t,x》 如 定理 5,.3.2 证 明 所 述 ， 则 仿 定理 5,.3。2 之 证 明 可 知 


lim Ldcx+AFC, x), P)=0, (5.3.6) 


aor Å 
(X-, F(t, x) -F (t, y-ga lx - vf), VEE Gos 
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to Ta), x, „EE. (5.3.7) 
E M KNA. Stu —sup (Elio, tota)|uct)<vtt) } 
Wey St to Ta, WD (f) -A P. NMH 
wi=F (i, u), w. )- uli"), (5.3.8) 
WH (5.3.6) M (5. 3.7) 两 式 及 定理 4.5。.1( 在 其 中 令 VG, 
*, „) HA -f), ERH 4. 1. 1, H AHT YO, M NI. 
A (5. 3.8 TCT“, +4) 上 存在 唯一 解 w: (t), FHA A tE 
(*, tS) HNW (H) EP. H F f) Ot) —- Cf) 是 初 值 问 题 
(5.3,8》 的 解 ， 故 由 唯一 性 知 必 有 w(《 站 三 w(t)， 并 且 w(i) 
EPCVIE[ 术 ， 梓 十 6]) . EA. FH. L 


5.4 最 大 解 与 比较 定理 


本 节 首 先 讨论 Banach 空 间 常 微分 方程 初 值 问题 
& (t, x), Xto) = Xo (5.4.1) 
最 大 解 的 存在 性 ， 然 后 给 出 某 些 比较 定理 。 
NENBanach H, PREP Wy HE. $ B (,) = XE 
EI H- =), Ro- (fo, to Ta) x B(x, 6), NH E, 
0，20 是 两 个 正 实数 。 本 节 中 使 用 下 列 假定 ; 
(i) fECCR, E), fC, I <SMCVC,2)ER,),Ma<b s 
(ii) N NtE Ito, total, Ft, x) 关于 x 是 拟 增 的 ; 
(iii》P 是 体 锥 ， 并 存在 yoEP”，|y 虽 =1， 使 对 一 切 n， 
初 值 问题 
x’ =f, x) + yo, CoD ot Eyo (5.4.2) 


Eltos total EAF HHN, (t) 
定理 5.4.1 设 假设 G), (ii), (iii) NW. 又 设 P 是 
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EMH (PEL S, See S, S. x, MD ETEX*CE, xx, 
一 Xx*)， 并 且 初 值 问题 《5.4.1) Elo to +a LAR. WA 
问题 (5.4。,1) 在 [fto，fo 十 ad] 上 必 有 最 大 解 。 

证 Ra. (t) 是 初 值 问 题 (5。4.2》 的 解 ， 即 


* (t) F (t, , (f . 


(F) = (t, x, r 1 人 T 11 
则 显然 


, (t) — ft w(t) = iyat 1415 


S () - FC, i CE), 


1 Yo=X, 《to)。 于 是 由 定理 


ETE 
. H., (Io) Xot „„ ET 


5.3. 1 ny Ay 
Xapi (K, (H), Eltos to Ta). 
设 x(1) 是 初 值 问题 5.4.1) 的 解 ， 则 仿 上 可 以 证 明 
LJKE), Eto, total, m=152,°, (5.4.3) 
因为 “是 正则 锥 ， 故 对 每 个 Elto tota) NN 
(t) lima, (t) 


存在 。 任 给 e>0, -A 则 只 要 t, sEr[io, to Ta), 
1s] <ð, 就 有 


*. (t) — K. (S). . [ fr, “Ce + Ey, lu | 
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<(M+1)|t—s]<e, 

FN, (t)) KITA, NM, (t) Elto to ta) E~ Re 
Fret) ,根据 定理 2,1,1，r(t) 是 初 值 问题 (5.4.1)》 的 解 ， 
并 由 (5. 4.3) KH r(t), M Hr (t) HN M (5. 4. 1) 
的 最 大 解 。 口 

定理 5.4.2 KRK G) (ii), (111) NN., HAD EM 
题 (5.4.2) 的 解 x,(t) WE. Lx, (t)) TI (n (t)) N N 
rG) . MID A (5. 4. 1) 在 [to，to 十 cd] 上 必 有 最 大 解 。 

证 由 定理 5.4.!1 的 证 明 过 程 即 可 知 。 口 ] 

定理 5.4.5 设 假设 O), GD RX, F IE Ro E ME 
续 ， 二 是 丈 中 的 体 锥 。 又 设 对 任 给 Eltos to ta), SEBC 
5), # 

aff, S))<gG, a(S)), (5.4.4) 

Hal) WEREWERE, geCCCtos to+-a)XL0, 250, R.), 
gG, O) , Eu =g, u), ulto)= OCT, tota 上 只 
H. MAÉ (5. 4. 1) Elto, tota) 上 必 有 最 大 解 。 


证 M= sup 
(t, x) CRO 


nN XH HoM, b. 根据 定理 3,1,2， 对 充分 大 的 x， 初 值 
问题 (5.4.2) 在 Chon total 上 有 解 x,(t)， 即 


Get, 0 ; WM .<M+4, 故 


(t) fC, 4, (f)) 十 二 Yos a. (to) Ege. 


iN. 1. 2A iE N HT (, (t)) AT EA NN r(1)。 由 定 
理 5.4.1 的 证 明 即 知 (t) 是 初 值 问题 的 最 大 解 。 口 ] 
利用 定理 3,1.3， 我 们 可 以 建立 与 定理 5,.4,3 相 似 的 关于 最 


108 


大 解 存在 的 结论 .本 书 不 再 叙述 ， 
上 面 我 们 讨论 了 最 大 解 的 存在 性 。 类 似 地 ， 通 过 讨论 初 值 
(5.4.1) 和 初 值 问题 


x! =f (ty ) . Kto) S- e 


(YP, ol = 1) 的 关系 ， 我 们 可 以 建立 关于 最 小 解 存在 
性 的 结论 .本 书 不 再 详 述 。 

下 面 讨论 比较 定理 ， 

定理 5.4.4 设 定理 5.4.1 的 全 部 条 件 成 立 ，r(t) 是 初 值 问 
A (5. 4. 1) HNA. Cto, to Ha 上 的 最 大 解 。 设 yECCCto， 
tota), E), ##H 

„ = (t, YAD) Yo) = 

则 对 一 切 teCto, total, A t) r(t). 

证 证 明 与 定理 5.4.!1 的 证 明 类 似 ， 只 需 用 y(t) 代替 定理 
5,4.1 证 明 中 的 xCt》 即 可 。 U 

N, EHS. 4. 2 N 5. 4. 30 K f F, X 5. 4. 4 ff 
结论 仍然 成 立 ， 


5.5 拟 线性 化 方法 


作为 前 几 节 结论 的 一 个 应 用 ， 在 本 节 中 我 们 利用 拟 线 性 化 
方法 ， 讨 论 Banach 空 间 常 微分 方程 解 的 车 干 性 质 , F K E 
Banach 空 间 。 

设 fEC[[to，to 十 oj] XxX，EE)。 设 在 某 xEE 处 ，f(t，x) 
* Ff Frechet H NF. (t, x) FE, Bp 

Ft, x Hh (t, x) TF. (t, x)h＋ Ant, x, h), 
(5.5.1) 
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这 里 hEE，lim |lnG,x,4)||=0. 
Ijo 


PME PE. RRC, x) APRN, AXE 
Co, to ta) 和 一 切 x，yEE， 有 
fli, Aw+(1—-A) VIS AFG, ) T C1—A)ft, y), 
O A=. (5.5.2) 
引 理 5.5.1 HSECCltos totaJxE, E), HAM xE 
B(xo, b)={xEE|||x—xo|] SO}: x) 存在, 设 P 是 中 的 
锥 ,f(t,x) 在 E 中 是 串 的 。 则 对 任 给 +E[to,to 十 a])，%EB (xo, 
b) ，hEE， 有 nC(t，x，h)EP， 其 中 nCt，%, h) H (5. 5. 10 K 
定义 。 
1 证 Ktecto, tota), xCB( Yo, b). RVYEE,AE(0,1), 


$ z=x+ 


— 


7 Loy, Ma Lv. TAE (s. S. 1) 


IH (5. 5. 2) 两 式 可 得 
Honct, x, =f xt -A (t, x) - F. C, x) y 
(t, xy ＋(1- A) (l, 20 — F(t, x) F. (t, xh 


- (t, 20 - fC, &) - F. (t, x) 24] 
ncn e 0 


=|] yl nt, Xy 2): 


因此 


ny *, O Sni, a, T). 


在 该 式 中 ， $ y= 也， 1=1-4, nG, x, Dult, X, 
+), Ses, MAING, a, bob. U 


315. 5.2 AIs. S. 10 K F. BUREN N te 
[fo，to 十 9]，f(t，x) 关 于 x 是 拟 增 的 。 则 
GG,v)=fC,alt)) T. (t, a(t)) (v- gt 
WHET Eltos to 十 go] 关于 "是 拟 增 的 ， 这 Bact) 是 BR (to, t, 
Ta) BCX, b) 的 任意 一 连续 函数 。 
iE My, 286 E, yea, Af. H. NGC P, RAY) = (2), 
(Y- zT = . HFM, BL 
OC f(t, y—z+a ) (t, (0). (5.5.3) 
VERBS, x) 对 xEB(xo，65) 存在 ， 故 有 
(t, -T ) -t, a(t))) 
=p ft a 2, -t, at), 
2 一 2))。 (5.5.4) 
由 引 理 5.5.1 知 7(b aG), y—2z)EP, MAh (5. 5. 3) 和 (5。 
5.4) NRHA DCF (t, a.)) (Y- 2) ) SO, AU 
PLA, ac t)) Ft, aliz). 
因此 可 知 GC(t，v》 关 于 v 是 拟 增 的 ,证 完 。 口 
定理 5.5.1 KF EC(cto, tota)xE, EJ, f, x). 
M(V(t, x) ECto, to Ta) x B(xo，。6)， 并 且 对 每 个 1E[to,io 
+a) fG, x) & TAI WH, unh. If (r, æ0 Eco, te Ca 
X B(x , b), Ft, x) FA. KK, FEW ISG x) =I. 
RR RAPEREM, POS, 并且 
a(M+2Lb6)<6, (5.5.5) 
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TAR AEE TEC» tota) EA RB (2, (t) 2, (t): Moto tal 
>E, n=1, 2, . .), WI 
(1) 对 每 个 xz 一 1，2，…，2z(t) 是 线性 微分 方程 
ee )+ folty 2-1 2— 24-1 sy 


(5.5.60 
(oO =X 
的 解 ， 其 中 2z0(1) 二 xo3 
(ii) z., ( ) S), Hx) 是 初 值 问题 
& (t, x), x(to)=—=%o (5.5.7) 


的 解 ， 
(Iii) lima, () =x) 关于 tE[to，to 十 qj] 一 至 成立。 


证 HIG, X) I LH AHF (t, x MCL to a Xx BC 

b) 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 从 而 初 值 问题 (5.5.7〉 有 定义 在 

[to，to 十 oj 上 的 唯一 解 xC(1》 ,更 进一步 ， 对 每 个 aC(1)EC[[tos 
to Ta), Blxo,0), W H U 

RR 


.o = 
FAME WE tos tota EWY), HHA v eB(xo, 
b) (te (to, tota) (利用 系 2.2.1 并 注意 到 (5。.5,5) 式 )。 
Hz S* , Sei (0 
Z (t, Xt xo (Z - , (TOO = Xo 
HMR, Me (:) BCN, ) 。 用 归纳 法 确定 zw( 刀 为 
ii (t)) TFH, 21 ()) C2—2,-1 D 


(5. 5.8) 


z(t0)=%0 
的 解 (n=2，3，…), 下 证 
ZKL), 1ELto, to ta). 
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Bx bk, ASG, ORTF xH eA 
LCG, zai Ace- OD = FE, e, COI 


<f(t,2,00))—fC@,2,-. (). (5.5.90 
注意 到 


um = F (t, z OFA, (t) — 2: (t)) At, 21 (0) 


(t, e. 1 (f)) (2. (f) — 2-1 (f)), 
EA (5.5.9) A HH An 
F(t, 2.1 (ö)) (t, 21 ()) (z. (1) — 2.1 (f)) 
SF (i, 2. (t)) 
注意 到 2, (f) (t, 2,1 (ö)) TFC, Zai (f)) CC) 一 
2,-1 《1)), 故 有 
2. (t) (t, 2. (0), (3.5. 10) 
根据 定理 5.4.4， 
2, () S&K (), Eltos fota), 
MA (5. 5. 10) A Hf an 
ZSF, 2, (t) 
(t, 2, ()) TF (t, z. (t)) Cz., (f) - 2, (t)], MH H 
用 定理 5.4.4( 注 意 到 引 理 5.5.2) 
2,0) <2,4, CE) , tEltosto ta). 
由 于 PP 是 正则 锥 ， 故 仿 定理 5.4.1 之 证 明 可 知 (2, (t)) DE 
[to，to 十 9) 上 一 致 收敛 于 某 z(t》。. 于 是 


2,(t) — 2. (fo 一 mic Z,-, (S)) ds 


=| | i fils, 2-1 (SCC E: Cs) ds 


(e, a-, (OCC e (o lds 
<| ,La ( ds. 
0 


Sn, . 
eu- fs, 2(s))ds|<0, 


ReCO 是 初 值 问题 (5.5.7) 的 解 。 由 初 值 问题 (5,5.7) 解 的 
ui EMC) ) . U 
在 定理 5,5.1 中 ， 我 们 假定 了 f(t，x) 关于 x 是 凸 算 子 。 如 
(i, x) UN, En 对 teCto, tota) - H *, YE, 
0 =I, 4 
Ft, Ax (1 VISAS EG, x) (1, „), 
我 们 也 可 以 建立 与 定理 5.5.1 相 似 的 结论 。 


5.6 W 注 


定理 5.1.1 和 定理 5.1.2 取 自 Deimling[ 1). RFR ARS 
集 的 定理 5.2.1 和 定理 5.2.2 是 Volkmann[1](2] 中 证 明 的 。 
关于 流 不 变 集 的 进一步 讨论 可 见 Brezis (10, Ladde 和 
Lakshmikantham( 1), Redheffer( 1 )#iDeimling( 1), 

拟 增 的 概念 和 定理 5.3.1 是 属于 Volkman[ 3 ] 的 。 关 于 微 
分 不 等 式 的 定理 5.3.2 和 定理 5.3。.3 选 自 Deimling 13, 与 此 
有 关 的 其 它 讨论 见 RedhefferC 13, 023, RAM, RNR 以 
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及 与 此 有 关 的 比较 定理 (定理 5.4.1, 定 理 5.4.2， 定 理 5.4.3 和 
定理 5.4.4) 见 Lakshmikantham，Mitchell 和 和 Mitchellf( 1), 

利用 拟 线 性 化 的 方法 研究 Banach 空 间 常 微分 方程 的 工作 
见 Lakshmikantham，Mitchell 和 Sety[ 1 ,定理 5,5,1 就 是 这 
一 工作 的 主要 结果 。 
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PRF ” 非 线 性 半 群 与 Banach 空 
间 常 微分 方程 


在 本 章 中 ， 我 们 着 重 讨论 与 耗 散 型 算 子 相关 了 的 某 些 类 型 
的 Banach 空 间 常 微分 方程 ， 重 点 研究 初 值 问题 解 的 存在 性 问 
题 。 本 章 所 利用 的 工具 是 非 线性 压缩 半 群 理论 。 

本 章 的 前 三 节 分 别 讨 论 了 非 线 性 半 群 、 耗 散 型 算 子 以 及 反 
映 它们 之 间 本 质 联 系 的 指数 公式 。 在 后 两 节 中 ， 我 们 以 非 线 性 
半 群 作为 工具 ， 分 别 讨论 了 含 耗 散 项 的 自治 和 拟 自 治 方程 解 的 
存在 性 和 唯一 性 ， 


6.1 非 线性 半 群 


NEM Banach HI, FNEH HH TFA. 

ENG. I. I (TCO) It S OR FNF HN NH (EI 
SN), WE: 

(i) TCO), VX; 

(ii) TC. TSO =T (T (SO, VF, t, S203 

(iii) HAHA HMNNEF, TC FUER, METO L 
之 0) 是 FF 上 的 一 个 非 线 性 半 群 。 

定义 6.1.2 AITO IRE 0} 是 FF 上 的 一 个 非 线性 半 Ik, 
并 存在 wER， 使 

HTC) -T (C) YH AHA vet, #20, x, yEF, 
(6.1.10 
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WTO) > ON YF EMO -f . FEN O- af 
线性 半 群 又 称 非 线性 压缩 半 群 。 
NT (T (SD t> OF EWAERELR, A> O, & 


A,x TD), EF, (6.1.2) 


DCA) ={x€F | 2 AF), 
— ot 
h->0* 


则 .4 称 为 是 非 线性 半 群 了 的 生成 元 。 

非 线性 半 群 和 Banach 空 间 常 微分 方程 之 间 ， 有 着 非 常 密 
切 的 关系 。 这 从 下 一 定理 的 证 明 可 以 看 出 。 

EAG. I. I RFREWMATR. RAFOERR, JW 
Æ 


lim 元 dx 十 dx F)=0, (6.1.4) 


0 

(x—y,Ax—Ay]_<allx—yl|, VX, „EF, (6. 1.5) 
Hhof— N. NI AF EH R—o- BER ARE Ro. 
Rz, RT = (HT (H i> 0 } 是 上 的 0- 型 非 线性 半 群 ， 的 生 
成 元 4 在 整个 下 上 有 定义 ,并且 连续 ， 则 4 满足 (6.1.4) 和 
(6.1.5) NMR. 

证 考察 Banach 空 间 常 微分 方程 初 值 问题 

u’= Au, ul 0 )=xEF, (6.1.6) 
HPA, F>EES, FE (6.1.4) fn (6. 1.5) 两 式 。 根 据 
定理 4.5.2， 初 值 问 题 (6.1.6) 在 [0 ,十 co) 上 具有 唯一 的 解 
uli, x), Hult, DEF, vi> 0.$TG)x=u(t, x), Wie 
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然 T 了 是 上 的 非 线 性 半 群 。 对 te O, «F, yer, & m= 
lut, &) —- ut, y). WE 
m-(t) ut, x) - ut, Y), flue, x)) - F(u( t, 00. 
Some.) 
积分 此 不 等 式 ， 得 |uCt,x) 一 uCt, ) - ver, BI TCF) x 
—T@y\||<lla—slle" 。 所 以 7 是 w- 型 非 线性 半 群 , 任 给 xEF， 


LTO) = lim Leuch,x)—u0,x) J 
h h->0* h 


lim 
h->0* 
= Aul 0 )=Ax, 
这 表明 .4 是 7 的 生成 元 。 定 理 第 一 部 分 证 完 。 
下 设 了 是 下 上 的 o- 型 非 线 性 半 群 ， 其 生成 元 4， 忆 ~ 五 连 
. HSF, he, NT (BH) EF, Hr l 


Ad hAx, FDEA -T Ch] 


Au Pans 


> 


由 生成 元 的 定义 即 可 知 (6. 1.4) ARL. 
NSF, ver, 
Cx—y, Ax—Ay}, 


< him HTa Ty le— yl 
Ue fle- Bafa 


< lim Acen l- yl] — H- y 
h->0* 


l -l. 
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M (6.1.5) 式 立 。 定 理 的 第 二 部 分 证 完 。 口 

由 于 常 微 分 方程 与 非 线性 半 群 之 间 有 密切 关系 ， 所 以 非 线 
性 半 群 理论 成 为 研究 Benach 空 间 常 微分 方程 的 一 个 重要 工 
. 


6.2 耗 散 算 子 


本 节 讨 论 与 非 线性 压缩 半 群 密切 相关 的 耗 散 算 子 的 性 质 。 
定义 6.2.1 NENBanach E , A. E--VRERAT, 
DCA) = (EE Ax. MANN HN EDCA, x,EDCA) , 
YEA, r EAxz, MA 
Ci -*, Yi - J- =, (6.2.1) 
则 称 .4 是 一 个 耗 散 算 子 。 
定理 6.2.1 KA. 天 -2 是 多 值 算 子 ， 则 下 列 命题 是 等 价 
的 ， 
(i) .4 是 耗 散 算 子 ; 
(ii) x} H A Ao, x,EDCA), X EDCA), vi EAx i, 
5 Ax, A 
li- H- Ay (* - A) (6. 2.2) 
(iii) HAN, (I-AA) RAW, HAE SED UB 
BI, BPXMME2Au,, u ERU - AA) (RU AA X I- AA H H 
N) „ ， 有 
(CAA tu, (I- AA) -u: Hella ug ll. 
(6.2.3) 
证 (DSGi . Ki EDCA), . EDCA), ¥,€Ax,, 52 E 
Ax,, WHABHRAT Rl, JW, FERC. yl K 
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ARS RA, AM 


sup— (J, — Ay I I HD 
= tim -A (Ja, - -A-) H =) 
i—>0+ n 


= [Xx 1, Yi - HY ISO. 


从 而 对 任 给 A> 0， — Atha, a AG -A- 


<0 .这 意味 着 (6.2.2 式 成 立 。 

(ii) (iii). BAD O, wi, WEDA), wiw. M (6. 
2.2) RH (I- AA) w: MOI AA) w. =. HE (I 44) 
RHI. (6.2.3) K HMR (6. 2. 2) 式 的 推论 ， 

(ii) (). K (I- AA) WS H 0 都 是 单 值 非 扩展 的 。 
f. 28 *, C D( A), v. Ax, (i= 1, 20 , Ma, — A. ER (I 一 44)， 
Mix (I AA) - (x. — Ay G= 1, 20 . K HH (6. 2. 30 KE 
kn (Su. =. — A.) 

A AC -v -H), Vo. 


Sor, H Cx -*, Y 20 0.0 
设 4 是 耗 散 算 子 ，1>> 0， 令 Ji 一 (一 4144) 。 下 面 给 出 y ,的 
若干 性 质 。 
定理 6.2.2 (i) 车 1 和 0，xEDC(J?)， 则 
Ji * An aA I, n= 1, 2, 3 (6.2.4) 


d A, uo, C, - +454) EDU) i 


HAT w= (T + ATE JI )s 
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(iil) 若 1 六 0，p>0，xED(7)，yEDG7)， 则 


mney 


(6.2.5) 
(iHv) HA O, xED(CADN RC 一 1.4)， 则 
\| J. — x||<Asinf {|| y|| | vEAx}, (6.2.6) 
证 《1 根据 定理 6.2.1，v7 ,是 单 值 非 扩 展 的 ， 从 而 


Ii-a lE (J- IJ SD [Vie Jt 


SIX . 
(ii) N ED (J), MWEE EDCA), yoEAxo, 使 X= 二 Xo 一 
Ayo AN 


A—p 
A 


＋ 十 人 J A (ue A F 


Xo 


= Xo = HUY 09 


BRE x + Au JX EI -A) xo, $A 


e 


* Jx Y ir. 


(iii) 设 xED(CJ)，yEDC7 )), 令 r= A AGDA 


B yp A 2 
LE tarh”) J Xs 


7. H- AI DI.. 
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NE RTM, oh 
-I vl 
A A 
<|( tab) - Ge tt) 


u nE À = 
< Nn - J. I + ear II-. 


Civ) S DCA) MRI - AA), yEAx, 4 = A, M 
CRI - AA), EI AA) z, ERA =U - AA) N I 
非 扩 展 性 ， 得 

J =x = [J J- AH. 
由 此 即 知 (iv) NN. U 


6.3 7 N N 


本 节 我 们 将 研究 耗 散 算 子 和 非 线性 压缩 半 群 的 关系 。 


DC4DICRCT AA), v 0 。 (6.3.1) 


TO x= lim( IA) * G20) (6.3.20 


存在 ， 并 且 对 任 给 z>> O, EMRIRNIECO, r) NMX. 更 
进一步 ， 由 (6,3.2》 式 定义 的 (TCD)1t> O) Æ DA 上 的 非 


线性 压缩 半 群 。 
证 RSD O Ro. FMH SIENA) “xl 
12% RE WAR AEM EI n, aK A> 0 ， 
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u>0, FHE 
I- Tix] 
< L Cmå—nu)? + mA? Tn J F. inf (HEA). 
(6.3.3) 
事实 上 ， 由 定理 6,2.2 (10. Civ), A 
[Ft x—J x| Sm] J .x—x||<mAeinf{||yl]|yEAx} ， 
IJ? x— Fh n nu inf (HHN yEAx}, 
故 当 n= 0 或 m= 0 hf (6.3.3) ARA. FK (6.3.3) Ayn 
换 成 ?一 1 或 mm 换 成 mm 一 1 时 成 立 ， 则 由 定理 6.2.2(1ii) 可 知 
-A 


8 q lar" x—J"x|| + Fea II *— Jr 


< H eas = 2 — 2 2 2 
iru CCCm—1)A— ap)? +im—1)A + nu) 


。 inf (HHNE A K rr a 1u)’ +m? 


+ . | yEAx} 


4 
4 À D? 
— {tg lcm 1)4— + Cm- ta 


4 
nu 7 z m- (n 10%) ＋ m ＋ (n- 105 5 


inf (HAHA 
cen- nh). inf (vH yE A. 
因此 由 数学 归纳 法 知 〈6.3.3) 式 对 一 切 自然 数 m，2% 都 成 立 。 
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t ae: 
在 (6.3.3) WI N W 即 知 
Ir - JAN 


i 
[E+E] intial sean, (6.3.4) 
~m n 


从 而 {7 一 -全 ”1n=1，2，*…| 是 基本 列 .因此 极限 (6,3.2) 


式 存 在 .由 (6.3.4) 式 又 易 知 对 任 给 z> 0 ， 极 限 〈6.3.2) 对 
teCO, r) NF Ak. 

f HHO, RH N Mn, REIED BW. M A A 
M (6. 3. 2) 对 xEDCA) 也 存在 ， 并 且 对 任 给 YO, WEAF 
IEf[0，z] 一 致 存在 。 显 然 对 每 个 上 ， 由 6.3.2) 式 定义 的 
T () 在 DCA) 上 都 是 非 扩 展 的 。 


At O, s> O, Æ (6.3.3) 式 中 令 m=n， A=, 


u=, MHEDA, N 


n 


4 ) x~ (一 二 4 ) x | 


2 geen 3 
<| (t-) +245 einf{||y|[|vyEAx}, 
Sn, 得 
IP Ctx —T Ct) x|| <|t—s| inf {| yl] | yEAx}. (6. 3. 5) 
OFFA ERI XEDCA), Tx RFE FTO 的 
非 扩展 性 可 知 当 xEDCA) 时 ，T(C)x 关 于 t 也 是 连续 的 ， 
最 后 证 明 当 1> 0, g= O, xED ART (sT DA = T (S) 
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THs AE, WEA RR , 


TC mt)x=lim (oo A * * 


kur œ% 


=lim(1— A)" * (4n=mb) 


=lm| (1-44) JagT . 66. 8. 6) 


4 0 


Rt, s>0, 并 均 为 有 理 数 时 ， W FTE HN 数 Ds dis Wr» 


使 + =) s 二 党 ,所 以 由 (6.3.6) AA 
ata 1 91792 
— i 2 — 
TH r (Oo a= 1 x 


TOT 
p b b p 
SFT(F)T(S)x. 
由 于 T(t) * FIE, MAIERS, O, WATE. 
T ( T (S) x. EMERE. L 
E 6. 3. 1h NANA (6. 3. 2) 称 为 指数 公式 。 


6.4 含 耗 散 项 的 自治 微分 方程 


本 节 着 重 讨 论 含 耗 散 项 的 自治 微分 方程 


u (t) C Ault), 10 
| (6. 4.1) 
uC 0 )=x 


KfA: E NN T. 


定义 6.4.1 Pult): [0， 十 co)-> 连续 ， 在 (0, 十 co) 的 
每 一 紧 区 间 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 在 (0 ,十 co) 上 几乎 处 处 
Hit, u 0 ) 二 x， 并 且 对 几乎 一 切 t!>0， 有 u(t)EDCA), u(t) 
EAu(t)， 则 uCt)》 称 为 是 方程 (6.4.1) 的 强 解 ， 下 简称 是 方程 
(6.4.1) 的 解 。 
先 做 若干 准备 。 
引 理 6.4.1 RCM EIn h nz, B. CCNA Y N 
子 . 则 对 每 一 xEC， 初 值 问题 
u’(t)=Bu—u, uC Ox (6.4. 2) 
在 (0， 十 co) EH Mut), rA N- Hf O, 10) EC, 
并 且 下 列 不 等 式 成 立 ， 
lluCn)—Brxl| SV n |lx—Bxll, n=1,2, (6.4.3) 
证 显然 初 值 问题 (6.4.2) 等 价 于 


u(t) =e"'x +f" e'Buls)ds, OS CO (6. 4. 4) 
设 T, 是 固定 的 正 数 ,注意 到 映射 
Blu) (f) e | e'Bu(s)ds 
M Ff n 
due C (Co, To), E) IAH DEC, o<i<T,} 
ABS; 并 且 劝 是 具有 常数 (1 一 e-:1o) 的 Lipschitz 映射， 故 
由 压缩 映射 原理 知 方程 (6,.4.4) 可 解 。 
因为 号 一 7 是 耗 散 算 子 ， 故 由 (6。4.2) 式 知 


Mac- Bua 


对 几乎 一 切 巡 0 成 立 ， 因 此 
uct) — 4 Sl - Bx], Ot oo (6. 4. 3) 
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显然 我 们 有 
u(t)— Bx 
Se (x—B'x) + . „ (Bu( s) - Hν) , t> 0, 
因为 
IB. < È UB x~ Bi Sn Bal, 
从 而 
act) - B' ne- Bx 
, e*'l|u(s) B.. ds. (6.4.6) 
S, (t) ut) BI, FE 
PLOSE? T DAA Bell, Oo. (6.4.7 
n= ORTH (6. 4. 4) KA (6.4.7) KMW. KVM 1, (6. 4. 7) 
式 成 立 ， 即 .-: (D S ((A- I- F ) TA Boel], 注意 到 (6. 
4.60 式 ， 我 们 有 


p.(t)<ne-'||x— Bx +Í en- 1-50 +8)? ||x— Bxllds 
pe- Bxll, 


其 中 . (t) = f e((n—1—s)? 十 s)2ds. 初 等 计算 表明 bt) 


e ((nt) +1)?, AN (6.4.7) AMT. FE (6.4.7) 
AP tn, WH (6.4. 3) K. L 
516. 4.2 设 对 每 一 xEDCA)， 初 值 问 题 (6.4.1) 至 少 
H- fut; x) ZECO, +o) 上 有 定义 , 则 
Ci) luts, x) -A Slx- yl vt=0,x,yEDCA)s 
Gi) Y- t e, llu’, &) I= Aut) <l Ax] 
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Herp | Ault; x)| =inf{||y|||yeAucés x)}, Ax = inf (H 
SA; 

(iii) act; x) - = Ax], vied, xED(A); 

Civ) BAT D =Au(f; &), 37 In ENT (HDX RT (IDC) 
上 的 扩张 ， 则 THO EDA 上 一 非 线性 压缩 半 群 。 

证 设 x，yEDCA)， 则 对 几乎 一 切 ! 汪 0， 有 


ub X) 一 2 y)EAuCts &) Auli; y). 


met) lult, wD 一 wt yl WEBM 1. 3. 2 知 对 几乎 一 切 
t>0, A 
m. (t) (ut; &) -u; yY), v. — 5, = 0, 
其 中 v,EAu(t， x), v, CAu(f; y) f 
Hut; x) u COX) - = -f. 
(6.4.8) 
(i) 获 证 。 
任 给 xED(4)。 取 s>> 0 WE, uls, x)EDCA)., 令 n(1)= 
Het; &) us; &), H 1. 3. 2% 
n. (t) = Cult; x)— uls; x), 1 (; &) J. 
<Cults x) - us; &), 4“ (t; XK -A Css X) J 
+Cuts x) -u; &), u (s; &) J. 
<|lu’Css &) 
S Au(s; x1. (6.4.9) 
Br N 
ucts &) -s; x>||<]AuCss x) (I-), tes, 
ERB. NLF Ht O, flu, Gs x) [|= Aul x)1。 
fi (6.4.8) M (6.4.9) 两 式 之 证 明 方 法 分 别 可 以 证 得 
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luCtt+hs; x)~—ults x)||<||uCh; x-, Vt, HNO, 
ulhs x - Ax], Vo, (6.4. 10) 
从 而 | (t; X) Ax. (ii) Mill. H (6. 4. 10) XI (iii) 
R. 
结论 (i) 表明 初 值 问题 (6.4.1) RR H IE, A 
TCDx=w(3 xx)， 则 显然 TCDx 关 于 连续 ,关于 x 非 扩展 ， 从 而 
HERSO, TH) 可 以 保持 非 扩 展 性 由 D(4) A N a DA 
上 《〔 延 拓 后 仍 记 为 T(t))〉 ,由 解 x(t; x) 的 存在 唯一 性 即 可 知 
TistTM=T(s)TQ) ,结论 (1v) 获 证 。 口 
NNO, I= I- AA), A. (J. -I). TA 
值 问 题 (6.4.1) 的 同时 ， 我 们 考察 


du, = A 
— = Ahh, t>0 
| ae (6. 4.11) 
u,C0 = 
定理 6.4.1 KA. EY HRM F, HH. 


则 对 任 给 xEDCA)， 下 列 结论 成 立 ， 

(i) 对 一 切 4>>0， 初 值 问题 (6.4.11) ÆC +) 上 有 
ne—fpeu,EC'CLO, +o), EJ; 

(110 diim u(t) 存在 ， 并 且 


lim uD T (i), (6.4. 13) 
2 0* 


其 中 T(t)》 由 指数 公式 (6,3,2) 确定 ;进一步 ， 对 一 切 z>0， 
极限 6.4.13) 都 对 1E[0，z] 一 致 成 立 

(iii) 如 果 xED(4)， 并 且 初 值 问题 (6.4.1) HH ut), 
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则 
uCt) =limu C, (6.4. 14) 


证 u N. TJ, M HTE C= CO DCA) EM, JAM CN C 的 
非 扩展 算 子 ， 从 而 根据 引 理 6.4.1， 方 程 


par Du, #20, 
(6.4.15) 
v.00 )=x 


在 [0， 十 co) 上 上 其 有 唯一 解 .(t)， 并 且 
o n JA Sn Jiu Vn A 


显然 (1) = 并 ) 就 是 方程 (66,4.11) KC O, +00) 上 的 叭 


一 解 ， 并 且 
lunA) Jin AA, n=0,1s 2, . . 
(6. 4. 16 
(i) Nik. PIE (ii) . HE DCA). RSO, A>0, N AE 负 
NN O SUSA, Ft = nA H. H NAH HNA F, NH 
26. 4. 201i), Æ 


Aal, b, 


从 而 
Ct) ~ nd) el.Axl|, (6.4. 17) 


. (6. 3.3) f N dum, d, n, ANN, d, m, 1 并 令 
m>, HADA 
J- T nax] < An Axl. (6. 4. 18) 
Hy (6. 3.5) KH n 
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HFT(end) x TO <n] Ax|. (6. 4. 19) 
由 定理 6.2.2 Civ) A, Ax], Y NH (6. 4. 160 (6. 
4.17) (6. 4. 18) FI (6.4.19) 四 式 可 知 

la, (t) ~ TC) x|| (24 ＋ 2) Ax]. 
由 此 式 即 知 结论 (ii) 对 xED(4) MN. 由 up 和 TCD 在 JCT 
上 都 是 非 扩展 的 ， 故 可 知 结论 〈ii) 对 xE 万 (-4) 成 立 。 
下 证 Gii) iu) 是 初 值 问题 (6.4.1) 的 解 ， 并 把 它 延 拓 
到 !< 0 ,. 仿 引 理 6.4.2 (i) 之 证 明 可 得 

luh uthull. 


Ne, XN 
. G) = i, 
NI H 516. 4. 2. H (ii), (iii) 可 知 对 几乎 一 切 ! 宇 O, 
Ct) H Axl. (6. 4. 20) 
Hy CE BY EX D An 
u(t)=(f—eA)~'Cudt¢—e) - e. (t)) (6.4. 21) 
定义 


u(t)=C(l—2A) x, (I- De St S je. 1, 2, , 
则 显然 有 
u, (t) (I- A) lu, (t — e), ext<+o, 
于 是 由 (7 eA :的 非 扩 展 性 和 (6.4。.212 式 可 知 
ct) 1. (H) e:) Hut -e) -A- e)f. 
Are, le, r). EN EAN Fi, 18 
N acht 


, de, puud 
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注意 到 在 [0 e. EA. (1) (I- A) αœꝰ = J. x, MH I 6. 2.2 
Civ) 和 引 理 6.4。.2 Cui) H OA Sen 
Hat) - u. (t) [ST. -A J. x — THA ut) 
<2e|Ax|, 


所 以 
21 | ct) -A. Ct) Id: 


I. ot 2e 4x1. (6.4.22) 


在 〈6.4.22) 式 中 , 取 s= 工 ， 并 注意 到 uCD= (IA) x 


(r ect cer), 故 


dt 


ut) 一 (I-=A 2 x 


en 
<| ZO %- Ae (6.4. 23) 


因为 lim o C 0 对 几乎 一 切 IEC(0，r)》 成 立 , 并 注意 到 (6,4。 


20) sty A lim J, I. HD-. E (6.4.23) Ne, 
即 得 
u= Um (IA) x。 (6.4. 240 
证 完 , 口 
定理 6.4.1 表 明 ， 如 果 初 值 问题 (6.4.1) 有 解 ， 那 么 这 个 
解 可 以 用 公式 〈6.4.24) 表达 ,下 面 我 们 寻求 初 值 问题 (6,4.1) 
有 解 的 条 件 。 


6. 4.2 HA, 天 一 2 是 闭 的 耗 散 算 子 ， 满 足 (6.4,12) 
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式 . 设 xEDCA)，T(1)x 由 指数 公式 (6.3.2) N. MNT ()* 
RHE (O, +00) ELTA Hh, Mu T (t) 是 初 值 
问题 (6.4.1) 的 解 。 

为 了 证 明 这 一 定理 ， 先 给 出 下 列 引 理 ， 

引 理 6.4.5 设 定理 6.4,2 的 条 件 满足 . 设 x,EDCA)， 并 H. 
xEDCA), yEAx, Ml 


Um (z -, CT (Da-). 


(xo -x, ). (6. 4. 25) 
证 对 每 个 4> O, RA H H O) = E. „ K 
(6. 4. 110 ff H ui. R * EDA), yEAx, x. A -A. 1 
NN = JN, = Aix, 


Gus AO, 0. 
nt) =al WU HH 1. 3.2 


ONON Awu;(t))- 


<u) -*, Ax) 
从 而 


Fine) —n¢ 03 


< | co 一 wo Adr. (6.4.26) 
因为 lim ui T (t) xo, am K =, H. C, atthe EB 
一 0+ ot 


的 ， 所 以 由 (6.4.26) A H An 
133 


ATO? lxo zl’) 
JT A, O. dr. 


由 《。，。)+ 的 定义 和 性 质 容易 证 明 对 任 给 x,u,vEE， 有 
(envy uma), (luv leol 
所 以 


(& O-, T (TDR -o) 
SEUTA =al? Hefe) 


ee , vd. dr. 


HERFRA Cs DERRER E, In HTA (6. 4. 250 K 
MN. 


定理 6.4.。2 的 证 明 N xCDCA). Bto>0, 使 得 TCD x 
在 t=t。 处 存在 .我 们 仅 需 证 明 


47 Cee A (te). (6. 4. 27) 
对 0 KH to, NIN ET (to- HDX N 


T (to- =＋T (to) aA (thx. gCh), 


其 中 gCh) M E im- = 0. NGG. BAY, 


Be EE (6. 4. 125 KA FTE D (A), „SA, 使 得 
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Ty -HD = ig 
所 以 
TCE) -&, 


IAT o (6.4.28) 
HE (6. 4. 25) 式 中 ， 令 X 一 2 Y= n Xo 二 T(to)x， 得 知 


(Tdox 一 xn 47700 x) 


(TCX —Kig ,). (6.4,29) 
因此 ， DREES xx) (这 里 V 是 正规 对 偶 映 N), 
使 


fi (Ar a-. \<0, 


根据 正规 对 偶 映 射 的 性 质 ， 
IT -? FT (to D* x) 


Sh (Heth fe. 


SFC Fe) 
T (to) xi. 
MT (to) x - (H). SH =, 14 


limx,=TC x, 
30 

从 而 由 (6. 4. 28) A H An 
limy,= (te). 


RN B, E D( A), „% Ax, ABA N F, M (6. 4. 27 NM 
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z. O 

由 定理 6,4.1 和 定理 6.4.2 可 知 ， 在 定理 6.4.2 的 条 件 下 ， 
初 值 问 题 (6.4,1》 的 解 是 唯一 的 ， 

316. 4. 4 KE H K H, xG); Ca, b) E N 
N. K (t) . Ca, OL EM MLipschtz KI, We U PN 
处 可 微 的 。 

这 一 引 理 的 证 明 见 Komural 1), 

系 6.4.1 设 天 是 自 反 空间 ，4, 瑟 ->25 是 闭 的 耗 散 算 T, 
满足 (6.4.12) 式 , 则 对 每 一 个 xEDCA), 初 值 问 题 (6.4.1) 都 
在 (0 ,十 coo》 上 存在 唯一 解 x(t; &), If H 


ucts *) m“ A) *, f O. 
n n 


证 由 定理 6.3,1 证 明 中 的 (6.3.5) 式 知 对 固定 的 xE 
DCA), TO) x FRE Lipschtz 条 件 。 根 据 引 理 9.4.4， 
T(4)x 是 几乎 处 处 可 微 的。 根据 定理 6.4.2 即 知 系 的 结论 成 
W. U 


6.5 拟 自 治 微 分 方程 


在 本 节 中 我 们 讨论 拟 自 治 的 Banach 空 间 常 微分 方程 初 值 
问题 。 


LUO € Auct) + 6), 0 Ser, 
f (6.5. 10 


( 0 J=Uo. 
AAT REA, BRB, J (t) CL. (CO, r); E), BI 
FCO, rI> LGR A MAN (SM Dun ford Schwartz (10), 
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HFC) EL. CO, v). (6.5.2) 

定义 6.5.1 But) CO I> LR AE WA C6.5 1) 

HRAM, M Nut) TEC O, r) EES, uC 0 =u, 并且 对 任 给 
xED(A), yEAx, 0<s<t<r, 有 


F lucy — xl)? <4 I lade) —ll’ 


+f (ucr) u, fi Tyr. (6.5.3) 


显然 每 一 强 解 都 是 积分 解 。 此 外 ， 若 4 是 闭 的 耗 散 算 P, 
满足 (6.4.12) 式 ， 则 由 定理 6.4.1 提 供 的 


u(t)=T A) x=lim( I-A) x (6.5.4) 
n n 


是 自治 方程 (6.4.1) 的 积分 解 〈 这 不 难 从 引 理 6.4.3 的 证 明 看 
出 ) 。 

关于 积分 解 的 存在 性 ， 我 们 有 

定理 6.5.1 XEN Banach * H, P Ef N A, A. E25 
HRK F, K 

De cPCR (I -A), vs. (6.5.50 

又 设 EDA), JEL: (Co, 1); E), HN U- YEO, 
r), F (t) EP. HA, KNA) HH II 


4% Ant T 对 几乎 一 切 IE(0， D 
ul 0 D = 
的 解 ， 则 极限 uC) — lim ut) 存在 ， 关 于 EO, 1) 一 致 成 
X, A HAC) HNA (6. 5. 1) WAH. 


证 ”首先 假定 在 [0 7). E T () Ye. SAu=Autyo, 
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5.6) 


HWA Hu RARE. H (6. 5. 5) NHC RIAA.) 
(vA 0), $ H. A= ACEA ( VASEP). 考察 初 信 
问题 


dt (6.5.7) 

v,C 0 )=4o 
设 了 是 由 4 生成 的 非 线性 压缩 半 群 , 根据 定理 6.4.1， 初 值 问题 
(6.5.7) FAI Hv, (t), f. H. 

ult) = ma v(t) = Tuo 

+>0 

是 初 值 问题 (6.5。.1) WRD (KF (t) . ka@ Ag 
值 问题 (6.5.6) SfO=y oH CHE) fF, I 


005 Adi, 0 Ar 


Fut) (t)) = Ayu, Ct) ALU + Ayo) 


对 几乎 一 切 !EC0，7) NN. Sm(Ct) = uit) - vf) - Aol, K 
意 到 .4 也 是 耗 散 算 子 ， 故 对 几乎 一 切 IE(0，7)， 
m. (f) = Cut) - vf) -A 
Au (t) — AC ＋ % =. 
所 以 
z(t) Cf —Ay || <[lu,€ 0 -, - As- o 
44->0, BN uc) = limu Ct) PERE f FICC Ot) 是 一 致 的 。 
其 次 假定 j 纺 是 [0,z 上 的 阶梯 函数 ， 即 
F( H) v., ti l,, i= 1,2 %, n, 
Hrpt,=0, t, r, y, SP(i = 1, 2, % n) ,显然 初 值 问题 (6. 
5. 60 的 解 刀 可 以 表 为 
u(t = f, Do tf! I,, i= 1,2, , n 
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$i uit) FE 


cme 0 StSt, — 1 


110 0 J= hC,- ) 
(i= 1 » 2 „%% n) .根据 第 一 大 段 证 明 的 绪论， 极限 
limu) = u(t) 


ERS- t,) (i 1, 2, n) 上 一 致 存在 ， 从 而 在 CO, 
r) I. NFA, Huff HN (ft., f.) EN W IH f 
(6.5.1) 的 积分 解 ， 从 而 在 (0，z] 上 也 是 初 值 问 题 (6.5.1) 

的 积分 解 。 
最 后 ， 设 jb 满足 (6.5.2) 式 ， 并 且 对 几乎 一 切 tE5C0， 
r), F) SEP. HIT TE HN, H N IF.), EEPE 


(0 510), 并 且 | ， -F Hd OC ) . KAI ff 
问题 


dt 
ul 0 ) 一 10 
的 解 ， 纪 是 初 值 问题 (6.5。6) WSR. met) = lult) —iCue) |, 
M HA. & E HA F. An 
m. (t) CAC) (t), AWT Ft) - (A. ＋ F, ())) 
SCA) - ut), foO-f,@I_ 
(t) -A. ), 


(ai Au fG), 0<t<r, 


从 而 
luct) - uzct) || 


<f Nf) — ficadr, vteCo, 2). (6.5.8) 
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由 前 一 步 证 明 可 知 对 每 一 个 z， 极 lima zg CO, r) 上 是 一 致 
存在 的 ， 于 是 ， 对 任 给 se 二 0， 存 在 6(e) 二 0, AO CA (e), 
O Te /d (e), ECO, TINA 
PAO - 1, C4) || Af) -A (t) - unt) 
+ llu - ,t e. 
But) =limusct), HEO, r) Bee 在 ， H Y HE DCA) 
(MDL He (O, r)), Nu EDC) (N- tE, 
100. CH) = hmMö¶9, 则 由 前 一 步 证 明知 对 每 一 个 2 ut) 
KM (6. 5. 1) HN (RJ (t) , (t)), Mx EA xE 
D(A), yEAx, 0 <s<ixt, 有 
lu" — |? 
SI +2 [ (u(r) -, yt flr)) Adr. (6.5.9) 


Fy (6. 5. 8) ATAOE, r). E- KN N Fu(t) . H (6. 
5.9) AMC, JE Æ K k, In (6.5. 3) K MN N., Un 
u(t) MHH IHM (6. 5. 10 的 积分 解 . 口 

在 考察 初 值 问 题 (6,5,1) 的 同时 ， 考 察 


a) € A4001) C 
(6.5.10) 
900 ) 一 20 


6.5.2 设 定理 6.5.1{ 的 条 件 满足 ，9EZ (0,1) E), 
G P- WECO, TI) KAC) We 6.5 1H R, v(t) 
是 初 值 问题 (6.5.10) 的 任意 一 积分 解 . 则 对 任 给 O s St er, H 
luct - ft)? <|luCs) -S) 


+2 f (ucr) D, FD r. (6.5. 110 
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证 MN We. 5. 1, % 由 w(t) 一 上 mu(1) 给 出 ， 并 且 这 


一 极限 对 EL0， 避 一 致 成 立 。 设 v(t) 是 初 值 问题 (6.5.10) 的 
任意 一 积分 解 ， 则 对 任 给 xED(4)，yE4x，0<s<f<r， 有 

loc) -I. 

<lvCs) -& + ?| (v r) -&, ytg(r))sdr. 

ME EDA, LO, 29 ex (Co, ), E). 在 
上 式 中 到 x 二 wi(o) (O O r), H Pwi = UAA 
ui(t) 定 义 ， MEROS SEST, 有 

4 oct) wo) ec -i q 


| Cu), 2 +. CDH r. 


(6.5. 12) 
wt) —u, = Au, 
AUA f (6. 5. 13) 


Fiklimſct) -wO = 0 FEC O, r) 一 致 成 立 。 事实 上 ， 
由 于 4() 是 初 值 问题 (6.5.6〉 的 解 ， 所 以 在 [0,7 一 h) 上 几乎 
处 处 有 


dmth) ~u,(t)) 


Ai, ＋ H) Au DfA E. 
注意 到 A 是 耗 散 算 子 ， 故 仿 (6.4.8) 式 之 证 明 可 得 
hult +A) —u, Ct) || (H) — uC 0 Y| 
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+f" f(s-+A)—FCsdIlds. (6.5.14) 
用 同样 的 方法 可 以 得 到 
MH ACO) + f° AHD 


<h Ausl + | UCO dt. (6. 5. s) 
在 (6.5.14) 式 两 端 除 以 kh, HO, Æ A H (6. 5. 15) A, 
即 得 
dus(t) Ad) 
| tant treo f, Ala. 
再 利用 (6.5.13) WII lim ust) - C= PECO, r) 


Ar. ERAL- Nuove (uto) -v 4), 


#6 (6.5.12) 式 两 端 在 C0 ,7 的 任 一 闭 子 区间 [a，P) 上 积分 ， 
i | cep -e d 4. lac ved 


— . 
十 lim | f (u(r) —w,Co), duke) + 9(r) 
—f(a)),drdo 


21. luo) Hd +f" do | (uc) or), 
JO dr lula) ver) dr 


-4 [ucB) oldr, 
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voss Ster, OSS G r. (6.5.16) 
定义 

yo, r) =L lucou)’, o, rECO, T), 

O, r) (u( o -r), fo) - r)), o, rECO, vr); 


9. (f, s) = 上 | p(t—o,s—r ),) drdo, 
0 0 


„(t, s) J., O, Cf -O, Sry (o, rdrdo, 
其 中 pb =n plnide(ns), OMR E. HN N Af RH M, 
oo, PHS (VIER), |p DI, 并 且 p 


的 支 集 (tel | oCt)30} CL—1, 1). (6. 5. 16) HH, N 


Sacher, 1 <s<T <r, 则 可 以 得 到 
| coco, Deco, Odo 
+ | ccc. ) -, (a, r)jdr 
<| da | ¥co, dr, 


xf <o Sr, 1. Kr r, 有 
n 


IPLT, r), 09,(0, r) 
=e e es r) 


于 是 
v(t, f) Sp. (s, „ "ec, bars 二 <s<t<r。 


Sn, Bry 
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ott, ) Cs, s) +Í pr, dr, OSS fr, 


FE, WOLLT, (6.5. 11) 式 成 立 。 
再 设 woED(4)，jf，g9ELCC0， 1) E). N (u,, o) C 
DCA), AEE THU, o> to. BS as 9. (n= 1, 2, 7 使 得 


ifs EL. (CO, 1); E), 4 EL, C0, 9 E), A H AR 


L (Co, 1); E) hf. J, 9, Eg. Nu, lv, 分 别 是 初 值 问题 
(6. 5. 10 和 初 值 问 题 (6.5.10) (AIK NF (t) 和 g(t) 换 
NF. (t) , (t), ub NU. o) HRD WA 

r(t) —v, C4) ||? u, ORAO 


十 2 cu u., Fer) - 9. (r)) Adr, 


v 0 <s<i<r, (6.5.17) 
FR NH PET ILIA — Wedd, 1), u, ( ) ut), D5,(1)->v(1)，。 
Hf (6.5.17) RH no, HAHN L- Ss <i er, 
(6.5.11) AMM. H Yu CDK W. M (6.5. 11) 
IN HO SS t NN.. UL 

由 定理 6,5,1 和 定理 6.5.2 立 即 可 知 下 列 结论 成 立 ， 

定理 6.5.3 在 定理 6.5.1 的 条 件 下 , 初 值 问题 (6,5.1) 的 
积分 解 唯一 存在 。 

下 面 讨论 在 什么 条 件 下 ， 定 理 6.5.1 中 的 积分 解 是 强 解 ， 
Blu TECLO, 1) LER, EOD 的 每 一 紧 区 间 上 满足 
Lipschitz 条 件 ， 在 〈0，zr》 上 几乎 处 处 可 微 ，u( 0)=w6， 
并 且 对 几乎 一 切 0 <ET, HEDA), w/ME AH (t). 

定理 6.5.4 NEM HRM Ba nach H, PRE t W 4k, 
A, E> 是 闭 的 耗 散 算 子 使 得 (6,5,5) K N N. N uE 
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DO, fH BLD EL O Ds Es HANIF e 
(o, r), MEP, M 6. 5. APRA, If H. N 


强 解 是 唯一 的 。 
证 在 (6,5。.3) 式 中 ， 令 Xx 二 uo，yEAuo，s=0， 1 二 h， 得 


$l uCh)—uo ||? <f uCr) -u (r) dr, 


voc Ser. 
解 此 积分 不 等 式 得 
uch) —uoll<[ HC + Auolds, 
VOSkST, (6.5.18) 


Hp | FCs) + Auol inf (HFT yl yEAuo y BMH, T (6. 5. 11) 
Sh, deh Muha Bema) Fut A), Hos=0, ， 可 得 
Lluttu < juch) —ut 0005 


+ IF Hh fo HC ur ldr. 
解 此 积分 不 等 式 ， 并 利用 (6. 5. 18) 式 ， 得 
uct hull C Auo lds 


+ Methi e. (6.5.19) 


N 4% EL. (CO, ), E), Kk (6. s. 100 KC) 在 
《0 „r) 上 满足 Lipschitz 条 件 。 由 于 是 自 反 空间 ， 故 根据 引 
FH6.4.4, UCELO, T) 上 几乎 处 处 可 微 。 
Het > 0 ,使 xb t= to H, FFAS IEP. O CYA 
tos 我 们 可 以 把 wlio 一 X 
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其 中 g( 及 满足 lim- 2622 二 0。 由 假设 知 存在 E De, 
YEAxi， 使 得 
uo Cto -D THC OO Ne Hi. (6.5. 21) 
15H. 4. 3K (6.4.29) 式 之 证 明 ， 可 得 
(4 (fo) -,, ou Cio) )+<Culto) -, FC d+ YDA 
所 以 必 存 在 fiEJ (uct,) - ), f 
f(E v-Fete)) . (6.5. 22) 
HH (6. 5. 20), (6. 5. 21) Al (6. 5. 22) 三 式 得 
fCulto) — Xt CD O. 
由 正规 对 偶 映 射 的 人 性质 ， 
(uC) -&, =, (ute) - 
= fu) xt gh) — fC gCh)) 
SL FIANSA a= luct — il] hg. 
从 而 lu all Sll AH NM (te). 由 (6.5.20) 
和 (6. 5. 21) 两 式 得 
120 * h(S- sn Fo) \—g(h) 


Siti I> Lute) Idee). dk S, DCA), „SA, A 是 闭 
HT, 故 对 几乎 一 切 t, E00, T), 有 


TUEA Ef), 


所 以 xb 是 初 值 问题 (6.5.1) IR, 由 定理 6.5.3 知 强 解 必 
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是 唯一 的 . 口 


6.6 W K 


FREER ERR DE N, Hy BL Ag ER ee HE K A He 
子 相关 联 的 微分 方程 解 的 存在 性 问题 中 . 这 一 研究 最 早 是 
Hy Komural 1 ] 中 在 Hitbert 空 间 的 情况 下 进行 的 . E. 1. 1 
取 自 Mattin[ 1 ]。 关 于 耗 散 算 子 的 定理 6.2.1 和 定理 6 .2 .2 
见 Lakshnikantham 和 Leela[ 2), 

指数 公式 〈 即 定理 6.3.1) 是 在 Crandall 和 Ligget( 1 JF 
建立 的 ， 它 推广 了 Komura[ 1 ) 中 的 结果 。 这 一 结果 揭示 了 非 
线性 压缩 半 群 与 耗 散 算 子 之 间 的 本 质 联 系 ， 为 Banach 常 微分 
方程 的 研究 提供 了 一 个 有 力 的 工具 。 

6. 4 节 中 关于 含 耗 散 项 的 自治 微分 方程 的 几 个 主要 结果 
选 自 BarbuC 1]， 关 于 这 些 结果 及 其 进一步 的 讨论 还 可 见 
Crandall 和 Ligget (1), Brezis 和 Pazy[ 1). 

拟 自 治 的 微分 方程 的 积分 解 ， 是 由 Benilan 和 BrezisC 1) 
中 引入 并 加 以 研究 的 。 定 理 6.5,1 一 定理 6.5.4 是 Benllan [1 
52) 中 证 明 的 。 包 含 非 定常 情况 的 更 一 般 的 结果 可 在 
Crandall 和 Pazy (I JFR. 

与 本 章 内 容 有 关 的 讨论 还 可 以 见 Lakshmikantham 和 
Leela{ 2 ] 。 

关于 非 线性 半 群 及 其 在 Banach 空间 常 微分 方程 理论 的 应 
用 方面 ， 已 经 有 了 相当 广泛 的 讨论 。 关 于 这 一 课题 的 完整 的 叙 
述 可 以 见 Barbu 的 专著 [ 1). 
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第 七 章 ” 解 的 全 局 性 质 


在 本 章 中 ,我 们 将 讨论 Banach 空 间 常 微分 方程 解 的 全 局 性 
质 ， 其 中 包括 全 局 存在 性 定理 ， 解 的 渐 近 均衡 性 ， 稳 定性 和 同 
等 有 界 性 ， 此 外 ， 在 最 后 一 节 ， 我 们 将 讨论 解 集 的 全 局 结构 。 


7.1 全 局 存在 性 定理 


本 节 首 先 讨论 Banach 空 间 常 微分 方程 初 值 问题 
* f(t, x), X(t) = (7.1.10 
解 的 全 局 存在 性 ， 本 节 使 用 下 列 假设 ， 
H*, f, MECCRLXE, E), . HHN (to, x ER. 
* E, IWERT. 1. 10 AE N ß , MEEL = Bo (to, o 
> 0 Rlto stot Bo EH HHN (t), WEHEL os to 十 Bo2 时 
& 1) M (7. 1. 1). 
定理 7.1.1 KHRRNH “NE. K 
F(t, æ) N gt, l), (t, x) ER. Xx E, (7.1.2) 
FH geEC CR. X R., Ril, WHEWIER,, g (t, u) 关于 4 是 
增 国 数 ， 并 且 
u’ = g(t, u), uty) =uo> 0 (7.1.3) 
的 最 大 解 "(tto，uo) 在 [te， 十 co] 上 存在 ， 则 当 ||xoll<w 时 初 
值 问题 (7.1,1) 任 意 一 解 x(t，t。， xo) 的 最 大 存在 区 间 都 是 [to， 
十 co)。 进 一 步 ， 荐 r(f，1oyxo) 在 [to， 十 co] 上 有 界 ， 则 存在 
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„EE, 使 jimx(tb toy & =. 

证 K (ty to, Xo) 是 初 值 问题 (7 1. 10 ff ff — M (vo 
<u), CHMRKAERM EC, A, GTO. Fma) = |x 
(ty to, Xo) {lp Mm (to) = xoll Suas 

Di mt) <x’ Ct, fo, xo RN (t, x(t ato 9%) Il 
Set, met), to Ste g. 
根据 定理 1.2.6， 
xCt, to, o) cr (t, to, o), to SHK (7.1.4) 
NH Rt St tz , H (7. 1. 40 KX t, u) Mk, A 


t 
læt „to, K -CH, tos, %o)|| = J. Per ace, t. »Xo) ds 
1 


t 1 
< | ocs face, i „o) 0 ds < | P aer Castosa) ds 


=r (f obo gto) —r (ti stosto). (7.1.5) 
因为 mr (E, to, uo) FEAR, WRH Cauchy N N N m 知 


limx(tsto，Xo) 存 在 , 令 x(,to,%o) =limx(t,to,%0),. 并 考察 初 


值 问 题 
* (t, ), (HD =(, fo, ). 

FRA HA (t, to, xo RE E f HN HK, RK ANN 
NH, MALG, fo，x%o) 的 最 大 存在 区 间 是 (lo, +00). 

Avg, lx) = O, Bret, to, uo HHN. Tr (t, 
tos ud) HR, slime Ce, to, uo FT. HH (7. 1. 50 K 〈 此 时 
该 式 对 to St, <ts 之 十 co 都 成 立 》 即 知 limx(tb tosto) 存在 . 口 

定理 7.1.2 设 假设 五" 满足 ， 并 且 f 在 Rix EE 的 有 界 集 上 
ERR. MUEVECLR, xB, Ril, VNN 满足 局 部 
lipschitz 条 件 ， 在 任 给 (0,， TICKLE 
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met, x) xs 十 co (7.1.6) 


D*V (t,x) =lim CV CT, aer, Vt, 05 


<g(t, Vt, x)), (7.1.7) 
X HO CCR. x R., RJ. IN NN N (7. 1. 3) 的 最 大 解 
rD rt, to, uo Elas +0) EREHE, Mx EE, Y (to, 
Ko Kuos MRT. 1. FE FESR ACE) FELT), +00) LA E 
义 ， 并 且 满 足 
Vet, tu) ) Sr te to. (7.1.8) 
证 + 
S = (x(t) ,Lto, c. E | x(t) Fe FT H(7. 1. 100 H, 9. H. 
Vit, x(t rei), vte (to, .). 
FES HSE NEN RI F. c. Sc, f ECT, o,) L* (t) y, 
Mid S. FESZ., HRK H “, HHH (7. 1. 1) N 
ERREG s0) E. HN H:). mf) V (t, xc )) (te Ito, c.)). 
(7.1.70 K 4 
Demet) St, met), tEltos c.). 
N H 1. 2. Smet) r(t). MSIE. 容易 验证 在 (S, 专 ) 
中 ， 任 意 全 序 子 集 必 有 上 界 ， 从 而 根据 Zorn 引 理 ，S 必 有 极 大 
. RCD SRX, FHN P(t) o. ＋ o. HE 
WEY, Re. Soo. Hr () TEC To, EAR. AAMC o, c.), 
N lim Vet, ) +o, Hf E At, z(t)) r(t) (teCto, 


CDE RIONE, cD LAR, 从 而 f(t， 2z(1)) 在 [to，c;) 
LAR. RMO O, WEISE, 202) M (tecto, o)), WWF 
Eito St St, C., 
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le- ect.) < Het, ct, 
故 极限 zo 一 ltmz(f 存 在 ,考察 初 值 问题 


* f(t, x), X(.) 20, (7.1.9) 
由 假设 且 * 知 初 值 问 题 (7 19 A SE SL EC H) EAN Mo (f 


(ô> O). KN 
z(t), to StL C: 
KO 
Xolt), c. St cc. tH’, 
We, (t) H NA (7. 1. DELE [tosc: 十 6) 上 的 解 。 显 然 由 
(7. 1. S0 KN IHA (t, 210) (t (EC, c. )). IE 与 


20) NX NEH. ir. 


7.2 渐 近 均衡 性 


定义 7.2.1 我 们 称 方程 (7。.1.1) 是 渐 近 均衡 的 ， 如 果 它 满 
足下 列 两 个 性 质 ， 

GEA, XER X E, H (7.1.1) 的 任何 一 个 解 
x(t) 都 在 Ct。， 十 co) 上 存在 ， 并 且 极限 limx( 力 存在 

(这) 对 任 给 v€E， 都 存在 方程 (7 ,1,1) 的 定义 在 某 一 Ct, 
+o) EREXO), filim =v, 


本 节 将 给 出 判定 方程 (7.1.1) 是 渐 近 均衡 的 条 件 。 我 们 首 
先 注 意 到 ， 定 理 7。.f。f 已 经 给 出 了 方程 (7.1.1) 具 有 定义 7。2.1 
中 的 性 质 (i) 的 条 件 。 

定理 7.2,2 设 定理 7,1,1 的 全 部 条 件 满足 . 则 对 任 给 vEE， 
都 存在 7>> O HRE NH CT, +) EN HN I , (10), W 
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(i) HCT, +00) LÆ- BAA HESR ERN, 
ODLETE (t, x), XT) =. 
证 fEAAER,, Sr, fo，4) 是 初 值 问题 
u“ = gt, u), ulig) =A (7.2.1) 
的 最 大 解 ， 它 在 (tfe， 十 ceo) 上 有 定义 ， 并 且 有 界 ， 因 为 9(#2) 
之 O, Met, to, A HAN HAK, N ERM (oo, to, A) 
=limr(t, to, D 存在 有 限 ， 并 且 
A<r(ty toy Ser (o, to, ÀA), tElLtgy +0) (7.2.2) 
FM, HERZ OCC u) TENKA, WE 
ass de gs, (S, tos Ads 
0 to 


<Sr(oo,ty,AD—AS +0, VAER,.(7.2.3) 


在 (7.2,3) 式 中 取 4==2r《oo ,to ,lvl ), 可 得 ， | gCs,2r (es, to, 
0 
lolbas< 十 co， 其 中 ，rCeosfoyllol)=limr(tfayllolbsr(bta， 


jou = gt, u), u(to) =o AAR, Bik, we 在 了 > 
to， 使 得 

vote, 2 (es, i, lol) deres, t, lol), (7.2.4) 
对 每 个 自然 数 %”， 由 定理 7.1,1 可 知 ， 初 值 问 题 

x’ (t, x), Tn) U 
UFR FETECT +n, +00) KATE NH, (t), f. H. 

H, Dr Tn, lle, ECT n, o), (7.2.5) 
Kehr. (I, Tn, IDA = ft, u), T Nn) = loli BRR. 
ÆRA rT Tn, Tn, ul) =D =r. stolo rT +n, to, 
lol, F HCT. 2. 50 KARI. 2. 6 HTA 
H, (t) rt, to, ul) r , to, lo), CT n, ). (7.2.6) 
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Nu, (, T +n, lolu = - t, u), u (T +n) =|lvl 的 向 左 延伸 
He. FIEu, (f, Tn, lo) (FHN, () CT TEn tA Re 
FR, FETE, f: CCT, TTA), Et, It., 1. (t:) = 2r( o, 
1 Nol), .f.) r, to, loll), J. Hui HD . NAE 
Elts 200. F 


t 
r(00 sto loD =u) u(t = | Ge. als, T +n, olds 
l 
=|" ele, ue, T +n, ſoſ ds 
1 
12 
te, 2 ces, b, lolo ods 
1 


17006, 21( O, to, lo)) ds Cr (oo, to, ul) 


产生 矛盾 ,上述 证 明 表 明 初 值 问题 2 t, u), 10 Tn =D 
119 2. H HXA, (f, T +n, DELT, T+ Lee, AR, 并 且 
以 2r(co ty, lol] N. NE 7. 1. 1, &. (f) DETECT, +00) 
上 有 定义 ， 并 且 
x DNS2rC00 ,to, l), ECT, £00), n=, 2, (7. 2.7) 
WT NE NEH, FRR RE (*. ()) A K g 


的 。 任 给 > 0, (7. 2. KM Fre T., 使 得 |”g(s，2r 


(, to, lu) Dds<e, NL 0 满足 
(, u) L, t€(T ,t+1), 0 <u<2r( oo, to, lvl). 


则 当 |ti 一 1<minf 1, Hut 


t 
*. (t:) - „(120 KEZ s))ds 
1 
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te 72 

loco, la. ds 三 | te, 2r (es, i, oha. (7.28, 
1 1 

At, fz Elr, Too, 


t co 
|f gcss2rc00st0 lodd] < J. 9¢s,2r(c0 t, ID rds] <e, 
1 


Ht, ECT, rt 1 J 时 


St =t | Se. 


t 
[J acss2rceo,to, [lol dds 
1 


HR (7. 2. 8) K H AH (f:) *. :) Se. U 

7. 2.2 KR A7. 2. 10 SRE, veE, (, (t)) 
M BAT 2. 1M W. mt) (, (t)), HAC.) AE N I Al 
R, MRAP T, mt) 0 (1EL 开 ,十 co))， 则 必 存 在 
MIR NM (7. 1. 1) NTC“, TO) 上 的 解 x(t), 满足 limx(t) 
=v, 
证 显然 ， 在 定理 的 条 件 下 ， 必 存在 {%,(t)} 的 子 列 ( 不 失 
R., Hf HHNE ((DD HMC, TO NN FN t), 
FF APOE, ＋ oo ) 的 任 一 紧 子 区 间 上 是 一 致 的 所 以 
x(t )ZECT*, TO) EER, HE, , A 


t 
wn) 十 | fs, a. (eds. 
Sn, 得 
t 
xlt) *) 十 , * (S)) ds. 


FEI x(t) 是 初 值 问题 x' (t, x). K) (K), fg, F ff 
KEER, H (7. 2. 4) AW MOE HRAT", 
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使 | te, 2 ces, i, lull) ds< E. Kt: Ele, +00), WEEN, 


i Mn VHR, (ti) -( IZ. KN BNV TNT) Ev, 


所 以 
lx ol] = la \— aye CN +7 T) 
Sl )— Xn+ti >| T ESTEER DVA N 十 r 十 了 了) 


epp 


2 11 f(s, xnts)) ds} 


e N+r+T 
<4 |S, T gG Nawe (5) Dds 
1 


2 J. 04e, 2r(es, to, ſoſ)) de Se. 
T 


Blimx(t)=v. C] 

“注意 到 定理 7.1.1， 可 知 定理 7。2.2 给 出 了 判定 一 个 方程 是 
和 否 是 渐 近 均衡 的 方法 ， 为 了 应 用 这 人 一方 法， 我 们 需要 检验 是 否 
FAT, K m(0t) = 0 (1 之 款 ) ,下面 讨论 这 一 问题 ,以 下 我 们 
总 假定 定理 7,.2,1 的 条 件 满足 ，{x,(t)} 如 定理 7.2。,1 所 述 , mE) 
=Q({%.(t))), 其 中 al。) 表 示 非 紧 性 测度 ，。 

引 理 7.2,1 N(i) FR X EH HAN TEN — K N 
的 ; (11) FTI CCT, +00), W4 ma*)= O; (iii) E 的 
T- ANRAHH RAO O, A 
ac {x-+hft,x)|x€A})—a( A)<hGt,a( A)),(7.2.9) 
XEGECCR, x R., R.), HBG, 0)=0, HA! =G Ct, 
u), 4% = 0 RAB. WEC, TEM) = O. 
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证 GIEC, +00), H O, M, +H 
K. (THD x, t) THF (t, , ()) ＋ he, Ch), 
的 形式 ， 则 我 们 有 


et CHC J= Lea 0) -al (l. (1) )) 
= Fal lt LAG, x (f)) ＋ he (H) D) C10) 
Sa. (DT, u, ))) ACA, ) TACA 


Shed, al {x,(t)})) + haCte,(h)})) 


=G(t, aA, )))) Tate, ()]) 

<G(t, met) Ta( e, (h) )). (7. 2.100 
FEa( (e, ( h))) N 0Ch> 0 时 )。 任 给 se>> 0， 因 为 /在 4= 人 
IX {xEF|||x||< 1 ?上 是 一 致 连续 的 ， 故 存在 6> 0 ， 使 当 
titel T Y -d, (ti, v1) EA, (f, v:) S AHF (f, 
YDS Gas YC. H FN,) NIA, NF TE 6,> 
0, EH E(t 一 61 &, x, (f:) -, (f) IA If 一直 之 6, 于 
是 当 1<6 时 

He,) =, H) -, H) - HF Ct, &, (100 


t+h th 
= 站 (er is Sei, Dds] < | NAE, 


A, “CD)lds< ede eh, 


Epe, (h [Se. X Halde, (h)}) Se (hcnt). 从 而 有 
e e 0 。 因 此 在 (7,2,10) 式 中 令 h->0，、 得 


Demet) (t, met)). 
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ERD m(*)=0, Hu’ =G, u), ui )=0R AB , 
Hf AEC, To EC) = O. U 

37. 2.2 BIJER, x 五 的 任何 有 界 集 上 都 是 一 致 连续 
NW, FAW EPINAE-ARRARA<K0, 1€(T, œ), 有 

al{x+hf(t,%)|x€A})~al AD<hF(t,a(A)), (7.2.11) 
SEH PFECCR,x R., R.), FE. HERC) ELT, 00) x 
R., WIA IHA“ =F, u), ult.) =u MAA H ult) Be (1) 
在 以 t 为 右 端 点 的 某 个 区 间 上 有 定义 ) ， 并 对 该 初 值 问题 的 
每 一 个 左 向 解 (1)， 都 存在 t,.E(T ,to)， 使 X(t, )= 0 。 则 存在 
ME(T, +00), Hm) = O. 

证 Stel, +00), A>0, Hx, (t- ) X 

X ( I- HD) NN,) - H (t, x, (t)) - He, (h) 
的 形式 ， 则 有 
Smt) —m(t— hy = CCC DDC 


= Fla {Cf} aC da hf Ct a. D l 


> ira (K () a (thf ,xt)}) 


+a({—he(h)})) 
> FChF(t,a {x,(t)})) Ade,) )) 


7 


F (t, met) Ta( Le, (nh) ))) 
由 引 理 7.2.1 的 证 明知 当 p-> OW, aleh) 0 ， 故 可 知 
D-met) SF a, met). (7. 2. 12) 
H (7. 2. 7) KH DHC) Ar (O, to, vll). te >T, SRG, 
te, Ar( oo, te, v)) & NU! F (t, u), 10%) Ar (oo, fy, ul) 
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的 最 大 解 ， 则 由 (7.2.127 式 知 有 
met) Nr, to, Ar(oo, te, of)). 
Nn H A K ck EH FEM ST, hm!) = O. U 


7.3 稳定 性 和 渐 近 状态 


本 节 中 我 们 将 考察 方程 


* = Alx- ft, x) 
f (7.3.1) 
& (ToD =X 


解 的 稳定 性 ， 其 中 我 们 将 假定 /EC (R. Xx E, E), HEN, 
A(t) 是 E 中 的 一 个 线性 算 了 和子， 并且 A(t) 的 定义 域 D(AL(1)) 与 t 
无 关 。 我 们 将 假定 初 值 问题 (7.3.1) 的 解 总 是 存在 的 。 我 们 还 
将 假定 对 每 一 个 过 O 和 充分 小 的 ji>> O, RCH, AG = (hA 
(1)]-! 是 EE 上 的 有 界线 性 算 子 ， 并 且 

im RC, AY Dx , VxEk, (7.3.2) 


先 证 明 一 个 比较 定理 ， 它 是 我 们 讨论 稳定 性 判 据 的 基础 。 
定理 7.3.1 K 
(iV ECCR. XE, Ril, 并 且 对 一 切 (1,%1)，(t,x,) ER, 
* E, #8 
Vt, x)=, x DSL -I, 
Kr. L(t) 0, HELMER LEER s 
Ci AFEQECCR, x R., R) N- Het, x) ER. x E, 
有 
D, ) Sg, VG, x)), (7.3.3) 


其 中 
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DVG, 0H +h, RCh, A 
+AfG, x)) -V Ct, x)), 
《iii) 初 值 问题 
u’= g(t, u), u(t, = 0 (7.3. 4) 
的 最 大 解 r(t，t。，wo ) 在 (ft 十 ceo) 上 存在 
则 V(t。，x。) 志 wo 蕴含 着 
Vit, x(t,to, Xo)) rt, to, uo), to, (7.3.5) 
其 中 x(# 如 ，x。) 是 初 值 问题 (7.3。1) 的 解 ， 

证 BIs, xð O Cue, XC, to, X IH IA (7. 3. 1) 
F. met) (t, X(, to, x0), SHADHA>0, ACK 
Hf N IC t) X(, to, x00 

mit+h)—mt)<LG+A)||xG+h) 7 
— REA, ACE) x(t) At, x(t)) 
Vt TA, RCA, ACE) Dx (t) FASE, x ) Vt, x(t), 
RARA, AGADU -hA Dx, MN 
RCH, AQ) Ix+hfCt, »)=x+h( ACG)x+ f(t,%) 
+h RG, AGYA - AX), 
从 而 
mt TH -M) Lt TH) NH) (-& (f)) 
—h( ACE) x (t) TF (F, x(t)) 
HLAHAR, AJAGA — A(t) x() 
Vt TA, ch, A) Dx (t) TH t, x(t))) 
Vet, x(t)). (J. 3. 60 
RN (7. 3. 20 KR (7. 3.3) K, H (7. 3. OKH 
D‘m(t)<g(t, m(t)) 
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从 而 由 定理 1.2.6 可 知 (7.3.5) 式 成 立 。 口 ] : 
系 7.5。1 设 gECC RL R., RJ, 并 且 对 (t,x)ER, X E, 
有 


lim FORCA, A+ hfe, lel) < E, le. y. 3. 


IH (7. 3. 40 X Mr (t, to, us CTO, TO) L. A , 
oH Su. W 
(T, to, x) ert, to, us), to, (7.3.8) 

其 中 x(t,t,,%。) 是 初 值 问 题 (7.3.1) 的 解 。 

证 NE 7. 3. 1H, Vt, x) EH H. L 

下 面 我 们 假定 对 任 给 (to ,x6o)ER; XE, HNA (7. 3.1) 
的 右 行 亿 和 解 都 存在 。 设 x (1) 是 初 值 问 题 (7.3.1) 的 某 一 特 解 。 

定义 7,3,1 若 对 任 给 s> O, te 0, WEEE, t N O, 


i Rx CF, 

lx 一 % (to I]<dCe, to), (7.3.9) 
MH HA (7. 3. 1) f (f, to, K ) 就 都 对 t 宇 t, 有 定义 ， 并 县 当 
t Sto WA 

(t, to, x fe, (7.3. 10) 
则 称 解 x ( ME N. 


定义 7.3.2 ”车 定义 7,3,.1 中 的 6 与 1 无关, MEA e> 0, 
都 存在 6(e) > 0 ， 使 得 对 任 给 to 宇 0 ,xoEE, NEA -() 
Tode), IH In (7. 3. 10 HMH (t, to, x0 NIR NMH AEM, 
A. H. It to, (6. 3. 10) KMA, WER (t) A . N. 
定义 7,3.3 BEALS O, RETN) D O, 使 得 对 
EAN EF, * =X ALNE), 都 有 
lim( t,to,%0) (f)) = 0, (7.3.11) 
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则 称 解 oct) N SI. 
特别 地 ， 若 (7。3.11) 式 关于 x。 是 一 致 地 成 立 ， 即 对 任 给 
e> 0, ee 0, WEENING, > 0 和 o(e, 1o)> 0， 使 得 只 要 
lxo — x(t, llnl), Het, tole, to), RA 
x(t, to, Xo) =X <E, 
WU BAR EA M N EEP 
若 上 述 定义 中 的 9 和 o 均 与 to 无关， 则 称 解 x () NR 
的 ， 
定义 7.3.4 ”车 解 x(1) 既 是 稳定 的 ， 又 是 吸引 的 ， 则 称 
x () 是 浙 近 稳定 的 ， 车 x(1) 既 是 稳定 的 ,又 是 同等 吸引 的 , 则 称 
* (+) 是 同等 浙 近 稳定 的 ， 车 x(1) 既 是 一 致 稳定 的 ， 又 是 一 致 吸 
引 的 ， 则 称 x() 是 一 致 浙 近 稳定 的 。 
显然 ， 我 们 可 以 只 研究 方程 (7.3.1) 零 解 的 各 种 稳定 性 N 
而 不 失 其 一 般 性 。 因 为 对 方程 (7.3.1) 的 任 一 特 解 x (H) 的 稳定 
性 质 ， 都 可 以 通过 变换 y=x 一 x(t) 化 为 关于 方程 
v A ) Ft, T (t)) -t, x()) 
的 零 解 的 稳定 性 质 。 
下 面 令 
K (CCR. . R.) IO) O, I )) 
定理 7.3.2 设 定理 7.3,1 的 条 件 (1)(ii) 成 立 。 设 初 值 间 题 
(7。.3.4) 的 解 处 处 局 部 存在 唯一 ， 
fa, OD O, (t, O) = O0, V(t,0)=0; 
并 且 存 在 aEK ， 使 得 
Va, x S), Vt, x) ER. X E. (7.3. 12) 
则 有 下 列 结论 成 立 ， 
(i) 如 果 方 程 
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u’ gt, u) (7.3.13) 
的 零 解 是 稳定 的 ， 则 方程 

* Au At, x) (7.3.14) 
的 零 解 是 稳定 的 ， 

《11) 如 果 方 程 (7,3,.13) 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 , 则 方程 (7.3。 
14) 的 零 解 是 同等 渐 近 稳定 的 。 

如 果 有 存在 函数 bEK ， 使 得 

Vit, DA, VG, DER XE., (7.3.15) 
则 进一步 有 下 列 结论 ， 

《ii 如 果 方 程 (7.3.13) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 ， 则 方程 (7。 
3.14) 的 零 解 是 一 臻 稳定 的 ， 

Civ) 如 果 方 程 (7 ,3。,13) 的 零 解 是 一 致 浙 近 稳定 的 ， 则 方程 
(7.3,.14) 的 零 解 是 一 致 浙 近 稳定 的 ， 

证 EAR, x DER, XxE, 令 x(t,to ,x0) 和 w(t,to V (to, 
%0o)) 分 别 是 方程 (7.3。13) 和 方程 (7,3,14) 通 过 (to ,xo7 和 (fo， 
Veto, Xo NATTA, MIRRE .3.1, A 

Vet, x(t, to, x Sult, to, (to, & . (7.3.16) 
XH (7. 3. 120 K H A 
a( (t, to, xo Vt, x(t, to, x00, (7. 3.17) 

先 证 结论 (i)。 设 方程 (7.3,13) 的 零 解 是 稳定 的 , 则 对 任 给 
eO, to 0, MAETEO*=O*(t,, e) 0 使 当 0 <u, Cd, 
-t to, RA 

0 Smut, to, uo)<ale), 
Hy AE e H, TEO & (te, e) N 0 , Ax Kò (to, e) 
时 ， 有 0 V (to, & <*a, e), M 
0 <ul, to, (to, Xo) Lale). 
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出 (7.3.16) 和 (7.3。17) 两 式 可 知 ， 当 |xo||<5(t，s)? 时 ， 对 一 
tete, WAIL, to, Ce, NENA (7. 3. 140 的 零 解 
是 稳定 的 。(1) 获 证 。 
再 证 结论 (11) ， 若 方程 (7.3。13) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ， 故 

它 是 同等 渐 近 稳定 的 〈 对 纯 量 方程 (7.3。13) 而 言 ， 不 难 证 明 ， 
零 解 的 渐 近 稳定 性 和 同等 渐 近 稳定 性 是 等 价 的 ) 。 因 此 ， 对 任 
给 1 O, eO, FEN (U) N O Mole 0, 使 当 0 
Sus Tn (to), M Ht te toe), WE 

0 <ut, to, uo) Lale), 
XI A E Kk, BTC) O, HA |<nt om 有 
0 (to, x Ne). MU Af te 十 oCto,2) 时 

0 <ui, to, (to, xo Kale). 
FAA (7. 3. 160 (7. 3. 17) M KA, Ale TCO, N — 
Mt Sto Toto, 00, A 

Int, to, * ce. 
这 说 明 零 解 是 同等 吸引 的 ， 从 而 (注意 结论 (i)) 是 同等 浙 近 稳 
EAJ. GDA. 

为 证 明 结 论 (iii)， 只 须 注意 到 ， 在 (ii1) 的 假设 下 ， 结 论 

(i) 的 证 明 中 的 * 和 6 的 选取 可 以 不 依赖 于 1。。 为 证 明 结 论 (1v)， 
只 须 注 意 到 ， 在 (Civ) 的 假设 下 ， 结 论 (ii) 的 证 明 中 的 所 ，c 和 了 
的 选取 可 以 不 依赖 于 # L 


7.4 HA ANR 


本 节 讨 论 Banach 空 间 常 微分 方程 
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„„ FG, x) 

i (7.4.1) 
Xo) =X q 

MERSER, Ho BE SECC R, X E, E), EWEA (to, xo 

ER Xx E, MIH IIA (7. 4. 10 N RRE o, +o EFE, 

A7. J. 如果 对 任 给 a 宇 0 , O, ME 6= (to, q) 

oO, WARE CECE, xo a, RH 

(t, to, x III<P, ptto, 
(这 里 x(t,t。,x。) 家 初 值 问题 (7。4.1) 的 解 ) ， 则 称 初 值 问题 
(7。4。1) 的 解 是 同等 有 界 的 ， 若 上 述 定 义 中 的 DO 与 5 无 关 ， 则 称 
初 值 问题 (7,4,1) 的 解 是 一 致 有 界 的 。 

在 本 节 中 ， 使 用 下 列 假设 : 

(i) AEN RA, V,ECCR; x CEVA), RIV (t, æ) 
关于 x 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ， 当 Ct，%x)ER; x N A 
界 的 ， 并 且 对 每 个 {ER.，V(t，x) 在 世 4 的 每 个 有 界 集 上 是 有 
A N 

(ii) H ECCR,x R., K), AN 

DHV (tt, x) it, V. (t, x)), (, a) ER, x V), (J. 4. 2) 
其 中 


D'V (t,x) = Tim CV Hh, eth ft, )) VC, 0 


(iii) /: CCR. * M, R.) CRM LEE |x] >e}, P 
> 0 是 一 实数 ) ， 矿 : (t,x) 关 于 x 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ， 并 
满足 
oH Y V (t, x) , VG, ER, x M, (7. 4. 3) 
Hia, öS CCC O, +00), K.), umb ( = +00, 
Civ HH giECC(R. X R., R), HBNG, DER XM, F 
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DV, (t, x TD, (, x) Sg (t, VI (t, x), ) 7. 4. 4) 
定理 7.4.1 KRRN(I) (CiC) ME. K 


u’ =g, (t, u), u(to)=Uo 0 (7.4.5) 
的 解 是 同等 有 界 的 ， 并 且 
v = gz (t, v), vi, )=0, 0 (7. 4. 60 


的 解 是 一 致 有 界 的 ， 则 方程 (7.4。1)? 的 解 是 同等 有 界 的 。 
证 因为 4 是 紧 集 ， 故 可 取 pi 之 D， 使 
{xEE|d(x, AV<1}C{xEE]|\xl|<p,} (7.4.7) 
Bt 20, a H. Fa, =a C, a)=max{a,,a*} , Hp 


el e 

a*—sup{V (t,x)|(t,x)ER, X OA). 
因为 方程 (7,4.5) 的 解 是 同等 有 界 的 ， 所 以 对 上 述 zc:> 0 Kto 
S O, PEB =pl, a,)> 0 ,使 得 对 4 二 a,， 有 

Ui, to, ub Co, tto, (7. 4. 8) 
Hat, to, UDEN. 4. 50. NMH (7. 4. 60 N 解 
是 一 致 有 界 的 ， 所 以 对 任 给 c: > 0 FHA (a.) N 0 ,使 得 只 
Hv, ca, N 

v(t, to, vo) g, (a2), tet, (7.4.9) 
X. Hot, to, Vo FEAT FACT 4. 60 UR, BTS u =V (to, x00, 
a d fo. Bl Alimb(u) = +00, 故 存在 bb= GH(to, a) Ya, 
使 

60 Pla) (7.4.10) 
PRN, RELEE, \lx <a RN 

(t, to, x=, tto, 
其 中 x(f，f，xo) 是 初 值 问题 (7.4.1) 的 任意 一 解 , 用 反 证 法 ， 
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车 上 述 结论 不 真 ， 则 存在 x。E€E ,xo 过 a, 及 初 值 问 题 (7。4。1? 
的 一 个 解 x(t， to, Xo) Ett >tas Elar, to, * 00g. 由 
(7. 4. ) NR Oi 
(* e EI d(x, AV<1}C{KEE|||xl]<a}, 
所 以 有 下 列 两 种 可 能 ， 
CEDR — HEL, *), (t, tos, * CEN, 
(I.. r c, fix F, te, x EA, MN te Cf „*), 
& (t, to, X JEE\A, 
若 可 能 性 ( 工 ) 出 现 ， 则 存在 加 St: Ste, f 
(ti, to, x) a, (N, t, x =F, (7. 4. 11 
x(t, to, *I a, tE 15). (7. 4. 12) 
Smet) Fit, xt, to, xo +V (t, x(t, t., x ICEL, , *)), 
则 由 (7.。4.4) 式 可 以 得 到 微分 不 等 式 
Dime) git, mt), tECt,, *). 
从 而 根据 定理 1.2.6， 
ꝶmet) Sr: (t, ti, met.), tet, *), 
Kir. (t, fi, met.) NIE UU 
v = gz (t, v), v(t, ) =m) 
的 最 大 解 ， 因 此 ， 
VE x(t, to, v ) +V (H, (, % Xo)) 
Sr: (H, f „Vi (ti, x(t, to, N)) 
TVG, x(, fo, x00). (7. 4. 13) 
PERE, F (7. 4. 20 K, WB 
Vir, x(, to, xo Sr i Gr, to, ilto xo, (7. 4. 14) 
其 中 r (t, to, uo) 是 初 值 问题 〈7。4.5》 的 最 大 解 ， 注 意 到 
uo Vite, * Ca, MH (7. 4. 8) K Hf A 
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0 (7. 4. 15) 
f (7. 4. 3) C7. 4. 110 MN HAN 
V (ti, (ti, te, Xo)) ala), 
从 而 
vo=V ,t,x gto Xo DD AV 2 CE, HCE, gto X0)) 
<f. Ta) d (7. 4. 16) 
DACT. 4. 3), (J. 4.9), (J. 4. 11), (J. 4. 160 (7. 4. 13) BAB 
0%) (a). (7. 4. 17) 
1E (7. 4. 10) K. 
AT AE ( NBL, WAR >t, MATE (f, to, xo) 
=a, Mm (7. 4. 13) KMW. ILA, (7. 4. 14 KN 
VG, (fi, to, xo) = ri (ti, t „(t, x(t , to, æo))) 
因为 xCt to, Xo COA, Ti (t, x(t, to, xo) Sa Sar, (7. 4 
17) 式 仍 成 立 ， 从 而 也 导致 矛 慎 。 口 


7.5 解 集 的 全 局 结构 


考察 Banach 空 间 常 微分 方程 初 值 问题 
& (i, x), (IO NN (7.5.1) 
由 第 三 章 我 们 知道 ， 如 果 /(t，x) 满 足 紧 型 条 件 ， 我 们 可 以 保 
MI (7. S. DEFRAG o +e J 有 解 ,一 般 地 说 , ERB 
条 件 下 方程 (7.5.1) 的 解 不 是 唯一 存在 的 .因此 有 必要 讨论 方程 
《7.5,1) 解 集 的 全 局 结构 
定理 7.5.1 设 定理 3.1,2 或 定理 3,1.3 的 条 件 满足 . 令 
S={xCt) Co to ta DEIN (HAC, to +a’) 
上 是 初 值 问题 (7。.5.17 的 解 }， 
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其 中 必 “ 由 定理 3。.1.2 或 定理 3。1.3 确 定 ， 则 S 在 C Clito +a’), 
五 中 是 紧 的 连通 集 ， 
证 Ra, (t) ES (n= 1, 2, .), MN, (t) H HH UA 


是 方程 (7.5.1) 的 过 一 近似 解 ， 所 以 重复 定理 3,1。2 《或 定理 


3.1.3) HN iE HA, (, (T)) DH FIN E [to, tota’) 上 一 

致 收敛 于 基 x*(1) : Co, e H JSE, AF H. (t) HHH (7.5. 

1) 的 解 ， 即 x*(1)ES。 这 家 明 S 是 C Co, tota’), E) 中 的 紧 

SR. 

Fk SC CCH, to Ta“), APR. BRR, HN S 
不 是 连通 的 ， 则 存在 S, CS, S.cS, AAS 1S,.=¢, S=S, 
US,， 并 且 S, 和 S;, 都 是 S 中 的 闭 集 。 因 为 5 是 紧 集 , 故 S, 和 3， 
也 都 是 紧 集 。 从 而 86==d(S,，S;:)>> O (qlS,，S;) HAS, 和 
S, 之 闻 的 距离 ). 对 任 给 xEC[{[to，to 十 a’])，E]， 定 义 

) d(x, Si) d(x, S:) 

We: CCCto, tote’), EIY YR NAA, P H. 
VX)E—B, VES), (7. S. 2) 
, VXES,. (7.5.3) 

任 给 se>> O, ， 由 引 理 3.1.1 知 存在 9.: Cos tota) x B(x, 
bD>E, KK 

Fa, &) - g. (t, &) Se, VELEL to talx B( KO, b) 
并 且 g.(t，%) 满 足 局 部 Lipschitz 条 件 。 R. ESI, X. CS # 
定 ， 令 

f a,x) g. (t, a) +f, x1 gt, C), 
f a,x) =g, x) + f(t, x. (i)) ~ gt, (00; 
对 0 到 4 和 1， 令 
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Ft, ) f (t, x) HAEA, F (t, x)). 
则 显然 f(t,%) 满 足 局 部 Lipschitz 条 件 ， 并 且 
St, x) —fC,x)||<28 
考察 初 值 问题 
* (t, x), X (CoD =X. (7.5.4) 
显然 当 z 充 分 小 时 〈 即 对 某 so， 当 0 <e<eo 时 ) ， 初 值 问 题 
(7. S. 4H ME, tote’ JEW fh’, FF AMEN A Ze 
连续 相依 的 。 因 此 ， 者 令 
VIA) =pl), 
则 y 在 C0 , 1 ] 上 是 连续 的 。 因 为 
fo, x, (t)) (t, x (H) =), 
HN E =x, (因为 初 值 问题 (7.5.4) 的 解 是 唯一 的 )。 同样 可 
Sie! = 二 xX,。 册 (7。5.2) 和 (7。5,.3) 两 式 可 知 
$C O) -g, 10 , 
所 以 必 存 在 1(e)E(0 ，1 )， 使 
VAC) = O. 
N Re,, 使 0 Te, Teo, e, O; Sx, =x) , 
因为 
* (t, x, (t)) yt), X, 0 )=%o, 
其 中 
vt) || =[lface, t, x. (t)) FCE, x, (t)) e,. 
N DAFA 3. 1.2 (N 3. 1. 3) 的 证 明 方 法 可 知 (*, (t) 
DH TIC] ACH o, to T 上 一 致 收敛 于 方程 (7,5,1) 
KELIG. Hf EI 
C = limo ( xn.) lim (xe, 


Ny? OO Rı—> 00 
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= limpC ACen) = 0 e 
n 


UE (7. 5. 20 J (7. 5. 3) MAF (KRA “ES, S =S. US, iE 
sc. Cl 

出 此 可 知 ， 在 定理 3.1.2 或 定理 3.1.3 的 条 件 下 ， 如 果 方 程 
(7.5。1) 的 解 不 是 唯一 的 话 ， 则 方程 (7.5.1)? 必 定 有 无 穷 多 个 
ÍR. 

最 后 我 们 说 明 一 点 ， 在 耗 散 型 条 件 下 ， 因 为 方程 7.5.) 
的 解 存在 唯一 ， 所 以 在 耗 散 型 条 件 下 不 存在 解 集 的 全 局 结构 问 
A. 


7.6 ff * 


全 局 存在 定理 7.1。1 选 自 Ladas 和 Lakshmikantharmf 1 J, 
而 定理 7。1.2 是 在 Eisenfeld 和 Lakshmikantham[C 1) iE HH 
HY. 

关于 浙 近 均衡 性 的 定理 7.2.1 和 定理 7.2.2 取 自 Mitchell 和 
Mitchellt 1 ]。 其 它 的 进一步 结果 可 以 在 Bernfeld ,Hallam 和 
Lakshmikantham{ 1]，Ladas 和 Lakshmikanthamf1] 中 
找到 。 

定理 7,3,1 和 定理 7,3。2 及 其 与 稳定 性 有 关 的 进一步 结果 可 
ALakshmikantham (1), C2, Ladas 和 Lakshmikanthatm 
(2) 以 及 Neustupat 1), 

关于 同等 有 界 性 的 定理 7.4.1 见 Lakshmikantham[ 2), 
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第 八 章 “” 弱 拓扑 下 的 解 


本 章 研究 在 弱 拓 扑 下 ，Banach 空 间 常 微分 方程 初 值 问题 
解 的 存在 性 。 


8.1 能 拓扑 下 的 近似 解 


See th A Sh ARABS. NEN Banach 4 M, 
TCR: 是 一 个 区 间 ，x(t),1->E 是 一 个 函数 

定义 8.1.1 (i) 如 果 对 任 给 gEE*,p(x(1)) 在 7 上 连续 ， 
WN) R(t) FEL ENI A; 

(ii) 如 果 存 在 xoE 已 ， 使 得 对 任 给 wpEEY#， 都 有 2p(xo) = 


JC ds， 则 称 x(f) ALEBAR, Wx. | x(s) ds， 


FE RON) FET EARR 

(iii) 设 10€1， 如 果 存 在 点 yYEE， 使 得 对 任 给 EE*， 都 
ASO) = () (to), MAR) TEK R HR, R(t) A 
to AW SSSA, HAs’ (to) . 如果 x(t) 在 7 的 每 一 点 处 都 
BR, WE Bx’ (t): IEM NEN (N) HN. 

定义 8.1.2 (x, ()) PRA LH aR, 

(1) BEX) ISE, WRIHERPEE*, (x, (t)) 
I LM NK NTA (t)), MR, (t) ELLK BK 于 
& (103 

171 


(ii)》 若 对 任 给 gEE*，{p(x,(t))} BRILL ER Sp BEE Se 
MN, NUN (, (t)) FEL LE Ge BE ESE 

BR, T (f) BKK, EF Flu, We) BAR. E 
KE) HA, Wa) K. () Ca, SIEBER, Fd) = 


| xsdds, MF (NS NF / (t) FRE, FAAP (ty . 


关于 Banach 空 间 中 的 弱 拓 扑 ， 下 列 定理 是 重要 的 ， 
定理 8,1,1 CEberlein-Smuliang H) 设 4 是 Banach 空 间 
ENT, M FINA ür: 
(i) AN NK, In ARE EIR A T I he ok 
TREH R As 
(1) AN H- FRB HA IR N, 
(iii) AAW ST FRN HAN KN. 
N A HEB . Dun ford Schwartz. 1), 
用 与 著名 的 Ascoli-Arzela 定理 相 类 做 的 证 明 方 法 ， 可 以 
证 明 下 列 定理 ， 
定理 8.1.2 设 {x,(1)} FERRI CR ALR BG ER BM 
族 ， 并 对 每 个 固定 的 toE7，{x(to)}》 都 是 已 中 的 相对 弱 紧 集 。 
* ff (, (t)) DAR TNT NIK NFA (t): 
IE. 
INR if NK HI, DEN FS, F: IX DSE 是 一 个 
HT. 
定义 8.1.3 (i) K (to, xo EI X D. WINER e> 0 和 
9EE*， 都 存在 6=6 (e, p) >OREHSAx HH RV = 
V Cp, e), WX li—tol <8, xEU, G, x) EIXD, 都 有 
0, x) -F (to, Pod) | <e WAS (t, x FEL xX DEAR ERE 
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的 。 

(ii) 如 果 对 任 给 se> 0 和 op6E 瑟 *， 都 存在 6=6(e，p) N 0 
Kip, EE*|:= 1,2, , (e, )), ANNA (t, x) EIxD, 
(s, HEI x D, [t- sI So, o, (-& G=1, 2, , 
n(e, )), MA 

(t, x) -(, )) Te, 
WESC, æ AIX DER NIA. 
下 面 将 在 弱 拓 扑 下 讨论 Banach 空 间 常 微分 方程 初 值 问题 。 
设 EB 是 Banach 空 间 ，a，5b 是 两 个 实数 。 令 B(xo, 0) = {xEE 
-O <b}, RO (to, to ta) x B(x, b). AR Banach% IR 
常 微分 方程 初 值 问题 。 


x! ( = ft, x(t), 
| (8.1.1) 
X(to)=X0, 


这 里 x“ (t) NRC) NM, (t, x) Ro >E, xo E. 
定理 8.1.5 WG, x) 在 Ro。 上 是 弱 弱 连续 的 ，| f(t, &) 


<M(V (t,x)ERo). a= mnla, 7} Bie) 是 一 申 实数 ， 满 


Ne, 0,0<e,<a, WA (8.1.1) 必 存 在 一 串 近 似 解 
序列 {x,(1)}， 满 足 
(1) x,(to)=Xos 


(11) 在 [to,to 十 2] 上 (x,(t)} 是 强 等 度 连 续 的 ， 并 且 是 一 


致 有 界 的 ， 
(iii) x, (t) (t, x. (f — ,)), Vie (to, total, XE, 
K* (ö) N N, (t) HN. 


E Nu. XX 
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X(t) = Xo Ht) to, xo), to — 8, St Stos (8.1.2) 


Xt) = X9 +i f(s, %,(s—e,))ds, to<t<tota, 
(8.1.3) 
其 中 f(s，X,(s 一 2,)) ds 表示 f (t, &. (S — e,) ) Æ (to, t) 


上 的 弱 积 分 。 这 里 ，〈8.1.3) KEH. (:) 是 这 样 定 义 的 ， 
HAEG sto Te, H (8.1.3) REN xlt), E, ö) 在 los 
to Te, bse Mi, HEL testot 2 e,) H (8.1.3) REX 
Xt), RUBE, HME fo +a) EREN. FiEx, (t) 
可 以 在 (fo, fo ta) 上 被 定义 。 RRE, Af s Sto tett, H 
(8.1.2) 式 可 知 

| X (S — en) - S -e, Fo | Fo, Xol <e, [F (to, 

xo) |<aM <b, 
N (s, *, (Se,) ) Atos Sto +e, HHN, ATT HH (8.1.3) 
式 可 知 当 fo t Sto Te, HA, HN. H (t, x) ER o. E. HN 
ERER to <s<ty Te, HJ (s, x, (S — e) N NIN. 任 给 
1E[tosto 二 en), 由 Hahn-Banach 定 理 知 存在 Pp.EE*,|9,|= 1， 
使 | 0,08) — xo = (x, (ft) - Ao) . P, 

,t) - xo |] = 19, (x, (t) - o 


=| 9. (J(S, xs —e,))) ds 


<fn |PC f(s u. (S- e)) |ds<M tte) <b, (8.1.4) 


H to Te, Sf So T 2 ee 时， (8.1.3) RER, Me, (t) 
在 [to 十 eto 十 2, LAM N NIE, H x, (t) 在 [to， 
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tota) 上 都 有 定义 。 BR, H (8. 1. 4) 式 证 明 可 知 在 整个 
(to, to ta) E, WA ECE - , Mf (x. (t)) AC to, fo ta) 
上 是 一 致 有 界 的 。 

对 任 给 0 <t,<t,<a, # 


X (120 — x., (t) =|" f(s, * (S -e, ds. (8.1.5) 


利用 Hahn-Banach 延 拓 定 理 ， 存 在 PEE* = 1， 使 得 
x. (t:) -. (F:) H, (f:) - &, (i)), MM 


la, (t:) 4. (f.) I=]? oie Ge sede 


t 


SU. HIM. 
N N, (H)) AEC o, to tal LS RES. (11) Rik. (i) (iii) 
都 是 显然 的 , 口 
定理 8.1.4 RAC WER, LE BEM, (t, x) < 


MOG, pe Re). Sa min ſa, y „K* (t)) 如 定理 8.1.3 所 述 ， 


WWRAFTEXE) Co to TE, (REC sto ta) Ex, (t) NR 
N PF(t), Wx) (8.1.1) 的 解 。 

证 f 8. 1.2, (x, (H)) AKE (toto ta) EN -N N 
Fu), PII (t, x, (i — e.) os fo Ta) EN NK F 


IG, ). N He 0 N CE", HV (t, x) x A IESE, 
所 以 对 每 个 !E[t。 stota), 存在 6,> 0 PS Ax A FU., 
使 得 只 要 |t 一 s| o, yeu, 就 有 


lo (fC, a0 -, DIE. 


不 失 一 般 可 以 假定 U ,可 以 表 为 
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m 
Oi n, (YEE, (DIKT, , 


Hop, EE“, F., > OCi= 1 2, m.). Sr. minx, lid, 


2 „ mn, 
me 
V, = N ( EE, (&) -r, 
12 1 


FIC fo T RAR, x() Co, to 十 cl ERER, MV 
FHC t o, to T an if HN N t, (1 %), 使 xa) E (to, 


k 
total} C u: Vie & 
z 
P= (PEE*|9 在 某 个 Fu 中 被 使 用 ，1 <] < 全， 
MOAR. r- min tr, | A h |}. 由 (CD) WR 


度 连 续 性 ， 对 每 个 pE 忠 ， 存 在 B。， 使 得 对 一 切 ， 只 要 is 一 引 去 
Bo RA 
(v, (s)) =p (&, (f)) A 


NH = ming. PEP}, FRN AR An NMIiMe, B. H dx, (t)) 
WBE, WEED, MEN, K An NH 


0, (t) & . 


N- max (Vi, max (NE)). H tE Co, total, B 
ERL Al, DEV, CV, .于 是 


e, vA, xh. (8.1.6) 


776 


另 一 方面 ， 对 每 个 1 Si Sm., 多 
IM, „, (X, C) - (f.)) IS „(x, H- e (t)) 


+10, CeO —xt)) [Sr+ =, 
所 以 %,(1 一 8,)EU， ,于 是 
IP (F(t, at- e DIG, a0. (8.1.7) 
Hf (8. 1. 60 f (8. 1. 70M KED 
IP (F(t, v. -e -, D e. 
EF (t, G, (1 — e, FEC to TEN NIX NFF (t, x(t)). 
对 任 给 PE 五 *， 
F 
PCD) e F (s,2(s—e,))ds) 
4n->0o, 即 得 
t 
paa GA I f(s,x(s))ds) 
FA Ak. BD S(t) Æ IH IM (8. 1. 10 的 解 . 口 


8.2 能 紧 型 条 件 


先 给 出 弱 非 紧 性 测度 的 概念 ， 
定义 8.2.1 设 E 是 Banach 空 间 ，A 是 E 中 的 有 界 非 空 集 ， 
Bx Eth By H FHR. & 
BCA) =inf {t> 0 | 存在 E 中 的 弱 紧 集 C,， 使 AcC+ 
iB}, (8.2.1) 
则 BC4) 称 为 是 4 的 弱 非 紧 性 测度 。 


定理 8,2.1 设 4,，8B 是 E 中 的 有 界 集 ，{x,},{y,} BE h 
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的 有 界 序列 . 则 下 列 结论 成 立 ， 

GDBACB, MGA) COB), 

Gi) RGA) = (A), ep 中 表示 4 的 弱 闭 包 ! 

(iii) BCA) = 0 的 充 要 条 件 是 4 是 相对 习 紧 集 ， 

(iv) BCAUB)=max{B(A),BCB)); 

(v) B(coA)=B(A); 

(vi) B(A+B)<B(AD+B(B), BEI -f ((.) 

SBCA Hy .)); 

(vii) HA) (A), Vis 03 

(viii) B(A)<diamA, 

定理 8 .2 .1 的 各 结论 都 不 难 由 定义 证 出 I ET A. 
Lakshmikantham 和 leela [ 2 ), 

8. 2.2 REARS PNB HBanachZ i, f(t, x), 
Ry > EER BEY, t, <M ( (t, x) CRO). + 


a= min fab} I= Coto ta) No. Rs > Ree, 并 Hut) 


= 0 是 初 值 问 题 
u’=g(u), u(to)=0 (8.2.2) 

在 [to,to 十 gj 上 的 唯一 解 。 如 果 对 任 给 ACB (xo, b) , 都 有 
BCPC x A))<<g(B(A))， 则 初 值 问题 (8 .1 .1 ) 存在 至 少 一 
个 定义 在 7 上 的 解 。 

证 设 {x,(1)} 如 定理 8 .1 .3 所 述 。 根 据 定理 8 .1 . 4, 我 
们 只 锋 证 明 对 任 给 :EI,，pB (Ax. (t) In = 1, 2. )) 一 0。 令 
met) HK, (t) f= 1 ，2 ，…))。 显 然 m(fo) =0, HH N 
《x(t)} 的 等 度 连续 性 和 定理 8 2. 1 (vi) 知 m(t) 是 连续 的 ， 
考察 Dim(t)， 利 用 定理 8.2。,1Cv1)、(vi1) 可 得 
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D*m(t) = lim sup Icm(t TH) m)) 
r>0* he Cb, r) Å 


Slim sup 1H (x, (T -A, ())) 
r>0* he Co, r) H 


Siim san B (CU . D). 
TY->0+ HE L0, 1) 


(8.2.3) 
对 固定 的 x，t,h, 下 证 


1 Ce. H . (c) Eco (a, (s) IsE G, t H)). 


(8.2.4) 
事实 上 ， 由 x,(?) 的 弱 可 微 性 可 知 ， 对 任 给 PEE*，p(%x,(t)) 是 
可 微 的 ， 从 而 存在 tzE[t，t 十 让 ,使 


FOU th) CH DD Cte). 


A= (u, (S) IS Th“, Sly ERG 
C Cee, HDD SHC O, ye Ee. (8.2.5) 


W x,€A, 4M =co(A—{xo})=co ({y 一 xo1yEA)) ， 则 显 


N M An FH , OEM. 令 C f) . (Y). 设 2 一 x。 


EM, With Ba Ae MEEVEE, p (z 一 xo) >1, 
p(y) <1 (VyEM)。 H (8. 2. 5) 式 知 存在 yoE4， 使 得 
D = (, H Ee (2 一 Xo0) =P (Y =. EN 
* MH, NIN 1 e - x) = = x) =I. 产生 矛盾 。 
所 以 z 一 xoEM 。 从 而 对 任 给 e 0 ， 存 在 (. 1 <i<n} c 
179 


A,a,>0, Da. 1, 使 得 


12 1 


2 Lad. v. H =( x.) La. (v. * <E. 


12 1 11 


N HN zE co4， 即 (8 .2 .4) 式 成 立 ， 
HHH (8. 2. 3) N (8. 2. 4) 两 式 可 得 


Demet) Slim sup BCU oA, (S0 IEC, ＋9)) 
t—>0* HECO, amt 


< limpleo U (Cesas =e) 1sECt,t+7)}) 
= limac U ce, . =E IECH) 

< limpe Üa x (*. (s e,) SSL, Tr )))!) 
< lim 905 ((es SCH, N 0h00 


<g lim C£ < U Cee let, H 7)})) 
120% n= 


<g(P{x,Ci—e,)|n= 1,2 ，))。 (8.2.60 
{Eehe> O, H (, (t)) f () 等 度 连续 性 ， 当 2? 充分 大 时 
lx, te , (t) Ce, A rH HHS. 2. 1 (viii) 可 知 
(Ax, (t — e,) -, (t))) S 2e. Se 0, AB ((. (f- e.) 一 
K ())) = O. H 
(*, (t —e,)) (, (-e, — Xt) + Xt)} 
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Cx, t — e,) &, ()) + (, (f)) 

所 以 由 定理 8 2. 1 (vi), ， 可 得 

Bix, (f — e.)) . (t E,) — &, CH)) + BX x, (t)) lx, (t)). 
PER (x. (t)) Nx. (i — e,) ), MH (,t) ) = Lx. (t — e.)). 
H (8. 2. 6) AHD met) m0) ) FEL total). N 
Tom) = 0 iE E. U 

EN IE H N Hr, H fa N NN EN %, 
故 由 定理 8 .2 . 2 可 知 下 列 结论 成 立 ， 

系 8.2.1 设 E 是 自 反 空间 ，f(t，x): RO EAN 


HW, IFC 0 HH., NER). Cas minſa, ó}, mati 


WR (8. 1. 10 存在 至 少 一 个 定义 在 7 的 解 ， 
68.2.1 当 五 不 是 自 反 空间 时 ， 系 8 。2 。 工 的 结论 可 能 
不 成 立 。 其 例子 可 见 Faulkner〔1]。 


8.3 HEREZ 


为 了 在 弱 拓 扑 下 讨论 Banach 空 间 微分 方程 初 值 问 题 ， 需 
要 引进 弱 耗 散 型 条 件 。 

定义 8.3.1 NF: ROE. WRIHERE (to, to +a), 
X,YEBCXo, b) HK HHNE, = 1 ,都 有 


Tm CIC -H. 0-H, 9) | cx 5) 0 


<g(t, - v, (8.3.1) 
3X GEC Lt oy 55 +a)XC0 , 25), KJ, F Hat) = 0 是 初 值 问 
flu’ = (t, u), u(to) = 0 在 [fo， tota) 上 的 唯一 解 ， 则 称 f 在 
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Ro LE PERE. 

定理 8.5.1 KEN NM SS R/G) EREE N 
BOE, IEDM eR.) 并且 在 尽 上 满足 
弱 耗 散 型 条 件 . 则 初 值 问 题 (8 .1 .1) Elos to Ta) 上 具有 
唯一 解 ， 这 里 <= min ſa, , 

证 K (, (t)) MA 8. 1. 3 M. NI EER (N, (f)) BB 
柯 西 列 ， 即 对 任 给 s#>> 0 E, AFAM, ff Am, n>N 
ELACA O - &, (t)) | <e*, 

对 充分 小 的 e>> 0, MM Mu’ = t, u) +e, ulin) aN 
最 大 解 r(t,s) 满足 an (t, e) = O (K FEC, to +a) -K). 


Ne 0 Ke Ce, Ce, MHS. 1. 31H R), (t, e) <e*, 
FAS AS Kick, Fä- 0 RS, EX, (1 <i<p), H 
45 AYE lt—s|<6,|9,C%—-9)|<6C1 <i<p), NA IGF (t, x) 


I, YD) IK. H , Hk, WELS, i 
BAR \|i~s|<6,, NN. (x. () - *, (S)) |<d, = min 
(051 i p. N Nn, N n NRTe, &=, H 8 1. 3 
中 记述) . Nm, n>N, ENm(t) =, (ft) 一 xn (f)) |, 
则 有 

Den ch = Tim Lemat- ma) 


<Tim + CI CC) -. HCF (t, , C)) — 


Ft, uncut — *)) 1 
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+ Tim ICH. HD. CHD, — 

1. (t) Th YU, x. C)) — (t, 2 (6)))) ]) 

S + Tim E CU CHa. CH) = 
(t, x, (t))) 

+ iim E (pH hS 


(t, Xa, 
但 是 ， 


Tim E Jola U TH 2, hf t,x.) | 
i> 0+ 


< Tm E |p UH . -U, =e) 
ot 


+ Tim 10% (t, x. (t e.)) -(, x, ())) 
— ot 


Tim, . CC. Ha () ct. a. (, 
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Ff EDC) S mf“) +e, Mifim (t) r (t, e) Ce. HEY 
(*, t)). FEN NN NAM, Mx. (t) o, to + 
a) L. NF eet), MRS 1. 4, (t) 是 初 值 问题 
(8. 1. 10 的 解 。 l 
(H) (t) Af NA (8. 1.1) WR AGERE, 
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4 p(t) = |x) -)) | a 
Dtp (.) = Tim + Cpt+h)— pi) 
1 0% 
< lim tejpa- yt) +h G, x) —f 
(t, C)) HA CC) -) 


+ Tm c; HD- EO 
->0* 


+ lim HIPOGEO Af E, C 
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St, (t)). 
所 以 0 S (1) 二 0， 从 而 p(t)》 = 0Q 。 由 于 9 的 任意 性 ， 故 有 
x(t) 三 y(t), 即 初 值 问 题 (8. 1. 10 的 解 是 唯一 的 , 口 


8.4 最 大 解 和 最 小 解 


在 本 节 中 ， 设 忆 是 Banach 空 间 五 中 的 一 个 体 雏 。 

定理 8.4.] BS: Cio, total xE> FRB RH, 
u, SC ((to, to Ta), EN HHH. NH tEI(to, to Tag, 
f 关 于 x 是 拟 增 的 ,又 设 


ut, vt), (8.4.10 

u’ () (t, u(t)), ELT, fte +a), (8.4. 2) 

v () t, v(t)), tELto sto +a), (8.4.3) 
Hu“ OM ö 5p Fl Nut) THC) HN. Id 

ut) KUCE), ECT, to +a), (8. 4. 4) 


证 设 定理 的 结论 不 成 立 ， 令 
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Z={tElt, sto ra) ACH) KIAR Y» 
WZ. t =infZ, Il Hu, vœCCCto, total EDA r, 
FEREC t), ut) K. HI, M- HS, ARA 

PU LPC), EC, ti). (8.4.5) 
显然 v0,) 一 ult,)E3P， 根 据 引 理 5 .3 .1 (ii) „ PEP EP, 
使 得 goCuCi1))=9oCvCt,)). 由 f 的 氢 增 性 ， 可 知 

olf E ut EP Ft, ,vt )), (8.4.6) 
另 一 方面 ， 由 (8 .4 。 5 ) 式 可 知 ， 当 h 过 0，1h| 充 分 小 时 有 


p(t Cu, +h) C493) > (Fv +h)— 


vc). 


4h>07, Wp (u >P (ft)). AA (8. 4. 2 


(8.4.3) NM, A 
og sult DJEP Cu GE, )) SHC’ C1) 
>, , vt). 
. E (8. 4. 60 KFH. U 
定理 8.4.2 在 定理 8.2.2 的 条 件 下 ， 初 值 问题 (8. 1. 19 
必 存 在 定义 在 [to ,1o 十 4) 上 的 最 大 解 和 最 小 解 ， 其 中 


a=minfa, Poof. 


证 我 们 只 需 证 明 最 大 解 的 存在 性 。 取 yoEint 忆 ， E 


Z. HI 
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x’ F. D 


xo) = +L, 
ft 
EF, (t, x) = ft, x) tiy 2R,={G,2)|t.<t<t, +a, 
[x-( „e EH Rs Kr. c Re, 


60. U. Ay) =p(fGx tty) s 


1 b 
SIPA), VAC. A oe, 2), 


所 以 根据 定理 8。2。2， 初 值 问 题 (8.4.7) 有 定义 在 [fo， to +a) 


(这 里 a=min fa, DH. 


Ay PER Bee L, (t)) . WEA 0 <t St <a， 由 Hahn- 
Banachi fem, MHTEPEE, = 1 ,使 
IEACID -&, CH), (f:) - &, (100, 


所 以 
la, t:) — &, Ct. l= f? of fcs, x,Cs)) +4 S jas 
Cg) lt. —i,|, (8.4. 8) 


M (*. (t)) (M) NEN. met) = ((x, (H)), IG 
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定理 8,.2.2 同 样 的 证 明 方 法 ， 可 以 证 明 m(t) O, MH MN 
28. 1. 2, (. (t)) ATN, RN NH EINEN N (x, (t)) & 
A, Ito, to Ta E HK N Fr(t). H 8. 1. 4K fel HN EH 
By Mr () HH (8. 1. 1) M. 

NC) IA HN N. H (8. 4. 8) 式 的 证 明 方法 
H Mr (T), x( H) SC CCH, to ta), EJ. X 


& 1 %% =X KX tiy, 


x’ () = f(t, x(t) )， 
*. (f) (, , (t)) * It, a. (W 0, 


故 由 定理 8.4。1， Ax (i) &x, (t) (PiE[ftoyto 十 C])。 Sn oo, 
FHEBRDPA RRA, NAH (t) r (). U 


8.5 W . 


定理 8.1.3 和 定理 8。.{1.4 是 Szep[ 1 J 中 证 明 的 。 本 章 的 其 它 
A iH Cramer, Lakshmikantham Mitchell (1), 与 
本 章 内 容 有 关 的 进一步 讨论 可 见 Zigler[C 工 ] 和 Agaser[ 1 J. 


187 


第 九 章 “Banach 空 间 中 的 
两 点 边 值 问题 


在 本 章 中 ， 我 们 将 研究 Banach 空间 中 的 二 阶 非 线 性 常 微 
分 方程 两 点 边 值 问题 。 


9.1 紧 型 条 件 下 的 存在 性 定理 


为 了 讨论 Banach 空间 二 阶 非 线性 常 微分 方程 两 点 边 信 问 
题解 的 存在 性 ， 需 要 对 非 紧 性 测度 作 某 些 进一步 的 讨论 。 
设 E 是 Banach 空 间 ，al: KE PHI REM. 
引 理 9.1.1 设 S 是 RR! 中 的 有 界 集 ，B 是 EE 中 的 有 界 集 ， 令 
SB={sb|sES, bEB}, 则 
a(S'+B)=(sup|?|a(B). (9.1.1) 
证 对 每 个 ES， a(S+B)SaG-B)=|#]aCB), 所 以 
a(S+B)>(sup|t| DB). 
另 一 方面 ， XEO, FETED , bog %, 1. ES, 使 得 对 每 个 
aES， 都 有 某 个 (1<j<n)， 满 足 le 一 之， 其 中 


M 一 suplx|l。 又 根据 非 紧 性 测度 的 定义 ， 存 在 S., S., , 
S. E, 使 得 diam (Sh Ca fe, Bc. S.. A 
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T. {xE 已 | 对 某 bE9 ，,， , Te). 
HERES, bEB, ff xut, bes., Hl t, ee, BY 
ab , ] = la—t Ilol <e. 


NMS. Bc UTu, Aff H, YET A 
Hf.. lf It b. tb. + lt. b. 
<e+ |t, Ib. b. Ie 
<(sup|?|)aCB) + 2e 


Feb, LES M f., b. Ce, f. b, Ke. Bllka(S+B) 
<(sup|t])aCB), U 


59. 1.2 NE, FRÆBanach H, A, BNE. 
Fig HN NIA, E, F, Ex Fh HH REM 19 Ha # 
, Ex Fi NN, „= max (, EX, I 

(ANB) = max (a(-A), aCB)}, 

这 一 引 理 很 容易 由 定义 直接 得 出 。 

4I=(0, 1), 

Cl, EI (GI >E | POREBARH?. 
在 CI07， 五 ] 中 定义 范 数 如 下 ， 
lol], = max {suplo l], supllp’ (t). 


WACC'U, E), RNAP AICS: 
ACt) = (t) | ~EA}, 
At =( Ct) | ~E4}, 
A’ ={y' , 
ACI) =( A, t€l}, 
A'(1) = (o/b) A, tEl}. 
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TEMCO, FLEA RHE, NI NH-) R. 
59.1.5 设 A 是 C1(I，E) 中 的 有 界 集 ， 则 
A) max (eu,), supa(A’(t))} (9.1.2) 
证 ER> O, Hal A E LINAFET ,, . , Tic C. (J, EJ, 
it ACUT, diamT,<alA)+e (1<1<h)。 对 toE1, 有 


Alto) 一 Ú Tlto), AMG YC U T, G. 
注意 到 diam, (to) CA) Te, diam, (to) CA) Te, NAH 
aCA C fe, (A/ (to) CA) Te. FER Ae Off 
toCl 的 任意 性 , 故 (9.1.2) 式 成 立 . 口 ] 
719. 1.4 KAN CJ, E) 中 的 等 度 连续 的 有 界 集 ， 则 
a( A a(AC)), a A .I). (9.1.3) 
证 HRE O, HaCA HN AF AES, „SCC. CJ, Eq, 
使 4C U S., diamS,<a(4A)+e1<i<k), 因为 4 是 等 度 连续 
的 ,所 以 存在 0=to 过 二，… Ct =I, EPEC LH, sta MEA, 
Hf) — Ct, Ce. & 
T. = Xx EE M NDS,, K t,) Ce). 
HN, ET, 则 
lx — Y <x — t,) | + oct, - W.,) | + yt,) yl 
<e+ (al A)+e)+e=alA)+3e, 
其 中 9， pes, 满足 -,) Te, lly— pct, ) Te. 从 而 有 
diam7 <a(4) 十 3e， V, HCA, tEI, WAR EE, A 可 假定 
tet,, t. J ES. , MMC) CT.. XN 
ADe U, Ur. 
190 


Aik, a€CACI))<aCA)+3e,42e20, aC AC))<aCA), 

Xp AEP C1 <1 Sk), N. ES,, N {p,|1= 1,2, 09k} AE EE 
续 的 ,从 而 存在 0=To<Tt Se <r, = 1, NN EESEL, T1 Js 
就 有 G. (Ss) G. CH) ||<el1<1<k), SV) A (HES, 
1E[T Tid}. H (s), „(t) EV, Ml 

Hs) - C =) -, (8) 
+ , ( — P. N+ lg, (t) - Mt) 
<2a(A)+e, (9.1.40 
注意 到 若 pEA4,1EI， 则 9 必 属 于 某 S,， 而 ! 必 属于 某 [t Tai) 
Nm (t) ET. Hf EH (9. 1. 4) K H n 
alA' CI S204). 

引 理 9.1.5 KAC (CI, E) 中 的 有 界 集 ，4 /是 等 度 连 续 

的 ， 则 
aC A)=max{supaCAtt)), su pA“ ()). (9.1.5) 

证 因为 4 是 等 度 连续 的 ， 故 4 也 是 等 度 连 续 的 , 任 给 
eO, PEOS Lt Let, WHEL tui) G=0,1, 
ee -ID, SAH 

Ct -e, (t) -t. ce. 


令 d=a( U AGUA UDD, WEES, ., SCE, 使 得 


TAGUL GDE S, 


diamS,<d+e, i<j<k, 
Sc (0, 1. ,n 10 (1, 2, % 的 所 有 映射 组 成 的 映射 
N., M HNA HR. MF, gecb, & 
T.. * At. E SH), G (t.) ES 
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Ni 0, 1,2% 1). 
MRP, SIT, tE, WEES n- 1, WIEC, t41), 从 而 
PED t.) SSH), (t.), x(t.) CS. FE 
lect) — Delp -.) HT t.) - W..) 
+IP- || Se (de) +e; =d+ 3e; 
le’) Ct) t = t.) HY“ f.) - (t.) 
HI Dy DN St (dt+e)+e=d+3e, 
MIV - fd 36, Mili diam7),,<d+3e, 因此， 注意 到 
Ac eg TI, BINA 


a A)<d+3e=a(U (AG) UA’ G))) + 
< max {aC AC) aCA’ (t. ))) A 3e 


<maxtstpa(40D)， supaC A’ (t))} + 3e, 
令 e->0， 并 注意 到 引 理 9.1.3， 即 知 (9.1.5) 式 成 立 。 口 ] 
本 节 中 还 需要 下 列 不 动 点 定理 。 这 一 不 动 点 定理 的 证 明 见 
BKC. 
定理 9.1.1 WSHBanachSHE PHAR m H &. 
了 ，S->S 是 连续 映射 ， 并 存在 OSG =I, BOSH 的 一 切 子 集 
A, WA 
a(T A)<BatA), (9.1.60 
则 TT 在 S 中 必 有 不 动 点 。 
下 面 我 们 考察 Banach 空间 中 的 二 阶 非 线性 常 微分 方程 两 
点 边 值 问 题 
* = Flt, x, /), (9.1.7) 
»; 


o (I) d& (1) , 


(9.1.80 
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其 中 假定 fECUxXEXE, EXI =(0,1)), E, x, EE, 
a O, bb, c, d>0, ad+bc>0, 
设 G(i,s) 是 R'! 中 的 二 阶 线性 常 微分 方程 边 值 问题 
„ (f, (9.1.9) 
ay(0)—by’(0)=0 
5 
Green HN; NY 
办 一 0， (9.1.11) 
V 


(9. 1. 10) 


(9.1.12) 
c) TdVY “(1D x . 
的 解 〈 它 是 唯一 存在 的 》 . 令 
Smax (1, max ([G, sI), (9.1.13) 
(, SD EIxI 
M= max [G. (t, 5) (9. 1. 14) 
(tesJEIXI 
M,=max|ly@)|, (9.1.15) 
M,=maxlly’ (t). (9. 1.16) 
定理 9.1.2 NR(i) f ECCIXExXE, E), 并 且 M EH 


WAEREA, B, NA 
a€ f(I x Ax B))<kmax{aCA),a(B)}, 09.1. 17) 
其 中 & 之 0 为 一 常数 ， 
(这 ) 存 在 L>>0， 使 得 对 任 给 (t,x,y)E1x 互 x EE, 有 
Jet, x, ISL; (9.1.18) 


sine 1 
(111) k< 211 


A f fn (9. 1. 70 (9. 1. 80 THC CJ, E). 
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证 EXT, CCT, EJ>C' (I EY F. 
Tot) = | Sci, o fte, olho (odo . (9.1.19) 


仿 有 限 维 空间 的 情况 ， 可 以 证 明 边 值 问题 (9.1.7)、(9.1.8) 的 
AFC CU, FIRST WARS RES. 
令 
D={pEC! CT,Elmaxlo <M LNA, 9 
max||p’()||<M,L+M 4}, 


N DNC UAV AR AAR, TOD), HATH 
续 的 。 如 果 我 们 能 够 证 明 ， 

a(T(A))<2M ,kaC A), y ACD, (9. 1.20) 
那么 根据 定理 9.1.1， 了 必定 有 不 动 点 ， 并 且 了 的 不 动 点 就 是 边 
值 问题 (9,1.7)、(9.1.8) 的 解 ,下 面 我 们 证 N (9. 1. 20) K N 
W. 

任 给 ACD， 当 gE.A4 时 

(TS)) = et, t), ., 

Am n (9. 1. 18 KH max NCT DHL. KERTA 


RIA. N 9. 1.5, IERES BH. EI NI. EI, 


a(T(A))<a(T AG, )) +6, (9.1.21) 

a( T (A)) (TA) / (t:) e. (9.1.22) 
WK (9. 1. 211 KMM, WA 

a(T(A))<a(TAG,)) +2 


=a({| ,Gt 1580 (s, pls) p Cds t) e +e 
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aT, „te, vt, c cοe&¹ee +e 


Sa( CM,, (s), p (s)) EA, sI) +e 
Sa, (s, (s), ()) A, sEI}) +e, 
再 利用 引 理 9.1.1 及 假设 (i)， 可 得 
ATA<(max (GE s) al F (s, M), G“ (S) IEA, EI) +e 
Mia (F (s, (s), (S)) EA, SEID) +e 
<M alf Ux AW) x A’CD))) +e 
<M ,kmax{al(ACl)),a(A’U))} +e, 
应 用 引 理 9.1.4， 由 .上 式 可 得 
alTASM ikmaxJa(A), 200 A)) +e 
=2M ,kaCA)+e, 
令 e->0， 即 知 (9。1.20) 式 成 立 。 
HR(9. 1. 220) KNM, MN 
(TA) S ( (TA) (t.) Te 


=a(] f'G. . C, pc), ede +p EPEAL) +e 


I ‘(ts 18) f(s,98),9"(s))ds|9€.4}) +e 


<a(CO{G,'(t.,8)f(s,9(s),p'(s))ds|~EA,sEI}) be 
=al{G,/Ct,,s)f(s,p(s),9/(s) )ds|pEA,sEl})+e, 
利用 下 理 9.,1,1 及 假设 (i)， 并 注意 到 
M,= max |G,‘'(t,s)|<1i, 
(tes ELT) 
我 们 有 
a(TA)<(max|G,’(t,s)| 
(s, (s), (s)) IYeEA, SEID) +e 
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<a({f(s,p(s),p’(s))|~EA,sEl}) e 
<a( f(x ACI) x ACD De 
<hmax{a(A(I)),a(A’(I))} +e 
利用 引 理 1.9.4， 由 上 式 可 得 
a(T A)<kmax{a(A),2a(A)}+e 
=2ka(A)+e<2M ikal A)+e, 
令 e~>0， 即 知 (9.1.20) 式 仍 成 立 , 证 完 , 口 
注 9.1.1 由 引 理 9.1.2 可 知 
(IX Ax B)=max{a(l),a(A),a(B)} 
=max{a(A),a(B)}. 
所 以 定理 9。.1.2 中 的 (9.1.17)? 式 可 以 写成 
a(H( Ix Ax B))<ka(Ix AxB), (9.1.23) 
E29. 1.5 设 定理 9.1.2 的 假设 (i) 满 足 , 又 设 存在 M0， 
使 得 当 tEI，xEE,yEE, |x| SM, Iyl MN 


Ft, x, v) = 


M 
2M , 
则 当 
2M,<M, 2M,<M, 2kM,<1 
时 边 值 问 题 (9,1.7)、(9,.1.8) 至 少 有 一 个 解 xEC? (J, E). 
证 设 T 由 (9.1.19) 式 定义 ， 我 们 只 和 需 证 明 7T 在 C'!'[1,E) 
中 有 不 动 点 即 可 。 令 
D, ={pEC' C1, E)llvl, sM}. 
WD CCI, FWA RAR. MSD, A 


e,, elle, oc, x- ( Nast Iv 
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ro-, HFA t, 0, Cs)) lds + ld’ || 


M M M 
VVV 


HET (D. cD, ,出 定理 9.1.2 的 证 明 可 知 对 任 给 AcD, 9 
(9,1。20) 式 仍 成 立 , 故 由 定理 9,1,1 知 T 在 D, 中 必 有 不 动 点 , 证 


*. U 


9.2 比较 定理 


本 节 讨论 Banach 空间 二 阶 常 微 分 方程 两 点 边 值 问 题 的 比 
较 定理 ， 
WEEBanachAhh, PREPRE, ELN EH At N fn, 
PSY PN ENA. MSGEP “, + 
C. (KEEN 0}. 
HSC PY, WE 
P= N {C |pES}, 
WPA AASER. 
FH KB (E=), J=C0,1). 
319. 2.1 KSC B, uECU, EJ, & 
P(x) = inf ti )) ES). (9.2.1) 
MNT EN HEK MN. 
证 REI, e 0. 由 (9. 2.1) 式 可 知 必 存在 YE5， 使 


Pula C Alb, xyvel, #O(~)<O(y), MA 


IO( x) ((Y) | =O(y)— P(x) 
197 


CC ο Uοοτ 
SI) —u(x) | +5<|u(y)—ula)| +35 


D(x) >O(y AT PEA AB | P(x) — OC y)| <| u(x) — aly) + 
JAA ee afk) HES PE BY SD Fe ESR AY ESE. 

引 理 9.2.2 K SCB, EE, d- inf (v) ES). Mx 
FEVES*(S*HSTEE* WI MITRAN) AN Cu) d. 

证 对 固定 的 EE， 映射 p>p(u) EW PRE 
续 的 。 注 意 到 SHEL WHT TERR, MORE ve Se, 
(u) d. IESE. U 

E 9.2.1 WPA, SCB*, N 忆 可 以 由 S 生 成。 


wf, IXEXE>E, HE, Hee S*( 58 表 5 在 巨 * 的 弱 * 拓 扑 
FIR), o/) O, 
p(u) = inf (hu) YES SO, 
就 有 
o(f(t,u,u’)=0, (9.2.2) 
wueC* C1, E), M 
uC) +f t, ult),u’G))<«0, tECO,1) (9.2.3) 
3$Hu(0)S0,u(1)20, MAHERE, Hu(t) 0. 
证 利用 (9.2.1) KNC, I 39. 2. 1 ORR 
sh. HF PH SER, NHAu(O) 0, 2010 20 HA (O) o, 
(1) O. HTERERHS w, NI A x iE H. 对 任 给 
IEI, HG(t) O. 
Rü e, RTE ECO, 1), KCC) KO. H FORGES 
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性 ， 我 们 可 以 不 失 一 般 地 假定 

(fo) = min ((t) EI <0, (9.2.4) 
利用 引 理 9,2,2 可 知 必 存 在 VE S*, MPU). HEM 
„ö CC)). Ave S*，P 可 以 由 S 生 成 (从 而 P 可 以 由 S* 
生成 )， 所 以 h(0) 宇 0,h(1) 宇 0， 

h(to)=min{h(t) EI 一 中 (fo)<0 
FHA’ (to) O. Am H (9. 2. 2) K H An 

pf to sulta) u’ (1% 0 20, 
FRU, H (9. 2. 3) K H A 

h” (to) = Plu" (t CY C- fo sulta), u (to)) 0. 
此 与 4 在 fo 处 取 到 最 小 值 矛盾 .证 完 . 口 

注 9.2.1 检查 上 述 定 理 的 证 明 可 知 ， 如 果 不 假定 P 是 体 

锥 ， 而 分 别 把 定理 9.2.1 中 的 (9.2.2)(9.2.。3) 两 式 换 成 


0 (t, u, u) YO, (9. 2.4) 
u“ Ft, ult) u (t)) S, tEI, (9.2.5) 
则 定理 的 结论 仍 成 立 


设 P 是 体 锥 ，SCB*， 使 得 P 可 以 由 S 生 成 。 设 uoEintP， 
满足 
d=inf{p(uy)|MES}>0, (9. 2. 6 


Siu) = {ez lou) = 90055 „VSS, ue E). (9.2.7) 
0 


TW BIS Cu CB*, PH EHS (uo) EN, F. HN Hf NES (uo), 
S uνõWẽ =, 
E19. 2.2 REPERE, SCB, 使 P 可 以 由 S 生成 ， 设 
fet, u, u“): Ix EX ESE, M 
(i) ct, u, u“), (t, v, v“) x EX E, M ~ESCu,) (其 
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中 SCuo)* 表 示 SCxo) EH NN Ff f ), pu’ -v. 
=(), 
p(u—v) =inf{pCu—v) | YES (u)) <0, 
则 有 
pf u, u)) t, v, v“)); (9.2.8) 
(ii) ft, o, 0) 20, 35. H F (t, u, u) I * E X EH N A N 
闭 集 上 关于 wu/ 满足 Lipschitz 条 件 ， 
XRTFTEu(t) CCT, E), W48 


u” (t) tf ut), u“ (t)) 0, EI (9.2.9) 
u(0)20, 11) 20. (9.2. 10) 
MI — Wiel, Hu(t) . 
证 定义 


(t) inf (out)) |wESCu,)}, tET, (9.2.11) 
BROO)S0, GI) O. RFE, Ot) Co, 则 由 引 理 
9.2.1 知 也 在 7 上 是 连续 的 ， 从 而 存在 toE(0,1)， 使 

Sto) mine) So. 


令 e -A P(t), b= maxſüu(t)], D={(t, u, v) tel, 


“EE, vEE, lul<b+ i fol max /A), LX 


Ft, u, u) HMF DHNLipschitzM K. + Ou R HHA 
O0 = (LTI) o/ (9.2.12) 


a o So e —1<p’<—r<0 (+ 为 一 常数 ) 的 解 
《 易 知 这 样 的 解 一 定 存 在 》,. 定 义 w 如 下 


w(t)=u(t) Ou. (9. 2. 13) 
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在 条 件 (i) 中 , 令 v=v’=0, 并 利用 条 件 (ii) ,可知 对 pE€ SCuo)*， 
Au = inf Vu) VES (ue) SO, (u“) =, WA 

Ft, u, u ) t, O, OD O. (9.2.14) 
HK (ii) ue. (uo), A 

(t, u, u +p’uo)—flt,u,u’))| 

SFA, u, u T Ou) -(, u, u“) 

<L|p’ ||lvoll. (9.2.15) 
由 (9.2.13) 式 可 知 对 pES(Cwo) 有 

9(u)—p(w)= — pd, 
所 以 ， 由 条 件 (i) 可 知 对 pES(Cuo), 有 

(t, w, W“) -(, u, w)) <0. (9.2.16) 
IH (9. 2. 150 (9. 2. 160 MK, HAHN ES (uo), A 

p(w" F (t, u, ) ) = +p uot ft,w,w’)) 

<o( f(t,w,w’ )—f(t,u,u’)+0"6 

 <y(f(t,w,w’)—f(t,u,w’)) 

＋ ft u, w“) - (t, uu )) TO 

<Llp’|lluollt CL+1)p’ luoll 

=p! |u| S -rlu O. (9.2.17) 
由 (9.2.14) 和 (9.2.17) 两 式 ， 并 仿 定理 9.2.1 之 证 明 ， 即 可 知 
《注意 w(0) 宇 0，w( 1)20) W-Wel, Hu(t) O. H 
方面 ， 

inf ((W (to)) ES (uo)} 

<D(ty) +inf{ oleh uo) e ˙ (u 


= 一 4 十 一 §<—3e<0, 
1b 
I Hu(to) OH. ik 52. L 
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9. 2.3 EPERE, SCB, 使 得 P 可 以 由 S 生成 。 
Hf’), TxExE->E， 满 足 定理 9.2,2 的 假设 O) F 
H. * E EHI N A N HH & L. ME Lipschtz 条 件 。 设 
u,vEC? (I,E), NR 

u“ TJ (t, u, u) u (t, v, v“), tEI, (9.2.18) 
(O0) S (O), ull). (9.2.19) 
则 对 任 给 {ET， 有 u(t) Ct). 
证 定义 
fi, CG,w,w’)=u"(t)—0"(t) + ft (f), u“ (f)) 
(t, v(t) -w, vw). 
TES 满足 定理 9.2.2 中 关于 f 的 条 件 , 设 pE SCuo)#， 
ö 2) = inf ((w) —2z) [VSS (uo) <0, 
plu’ 一 2 ) 一 0. 则 对 每 个 IE7 ， 
P) — 2) LV w) 
= inf{p(Cucé) — 2) K-) | YES Cu )} <0, 
p(Co’(t)—2/)—Cu’(t)-—w’)) =0, 
Mm H (9. 2. 80 A H 1 
(t, vt) - z, (t) -2z ) -Y(t, ot) — w, 
Ct) -W )) O. 
但 注意 到 
f[Ct,u(t)—2,0' (t) - 2’) —fi,vt) —w,v/ (t) —w’) 
Fi (t, w, w) - FI (t, 2, 2), 
所 以 Fit, u, u“) ) t, 2, 20). NF: hi, 定理 
9.2.2 的 假设 (i) 满 足 。 类 似 地 ， 可 以 证 明定 理 9.2.2 的 假设 
(过) 也 满足 
Bot), vt ECCI, E), WEC9.2.18)F109.2.19 WA, 
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Sw.) (t) - uf), Ww, WI) 20. A, RRA 
w. — Fi (t, wt), w/(t))=0"(t)—u"(t) 
Cu“ (t) -V“ () TF (, ut), u“ (t)) 
— f(t ult) u“ (t)) = 0. 
I 9. 2. 2, WEL, Awli)SO, NIA) (t). 证 完 。 
O 
定理 ?.2.3 在 已 是 体 锥 ，j/ 满足 Lipschitz 型 条 件 下 ， 给 出 
了 一 个 比较 定理 。 下 面 我 们 将 在 不 假定 PP 是 体 锥 ， 也 不 假定 f 
满足 LIpschitz 型 条 件 的 情况 下 ， 给 出 另 一 个 比较 定理 。 
考察 Banach 空 间 两 点 边 值 问题 
u” (t, u, u“), (9.2. 20) 


Bou=a0u(0)— fou’ (0) = bo 
! (9.2.21) 
Biu=au(1)+ Bu’(1)=b, 


在 本 节 的 其 余部 分 ， 我 们 将 假定 {ECCI EX ZE, E), deb, 
Bo>0, a. 0, B. O. 下面 设 P 是 E 中 的 一 个 i (不 假定 P 
HHN) . KSC PH =), PAH NH SEM. N 表示 
SHE*H HN F. E . 
定义 9.2.1 MN Sy, 3. H. Hf HES, NE) = Y), 
N =y) RA 
(t, x, x ) ) It, v, /), 
则 称 f(t,x,x’) 关 于 P 是 拟 减 的 。 
以 后 我 们 将 使 用 下 列 假定 ， 
(H )f€CUx Ex ,EE), 并 且 f 关 于 P 是 拟 减 的 ; 
(H,V WECU,E) AMIEL, & 
V’>faV iV’), 
BV Sbe, BV <b,; 
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WIS (t, V, V), 
BW Sbo, B,W Sebi 
CH FHN R, {2H |ASOVCC OU, E), 使 得 对 任 
给 tel, pe S*, 4 
CO) LOH WH +2.) WO + 2 (1))) 
(t, WA), W’ G))), (9,2,22) 
Boz>0, Beize, (9.2.23) 
其 中 (z(t)} 满 足 ， 对 每 个 :EJ，z1(t) 关 于 E K, 200 0, 


并 且 对 任 给 pES*， 关 于 1E1 一 致 有 
limp(z,(4))=0, limp(z,(t))= es. (9.2.24) 


9. 2.4 NRN (H:) (H.) (H,) M. Il 
V (t) i), VEEL 
证 由 (9.2.24) 式 中 的 第 二 个 极限 式 可 知 ， 对 每 个 pES*， 
BFHE (YO, K 
PW Ct) +2y0)(t) AEO, viel .(9.2.25) 
F. -& OV (t) +2y)(4)-VG))20, Viel}, 
0 = infFe, I 
PW TνN,ð.f -V , Viel. (9. 2. 26) 
E Nmet) inf A) ~ Vet), Wey I. 2. 1 m (t) 在 7 上 
是 连续 的 .注意 到 PP 可 以 由 S 生 成， 故 为 证 明定 理 的 结 论 ， 我 们 
R m i H möH O viel). ARERR, RHE tE 使 
m(to O. M H EH N 
m(to) min (mf EI) CO. 


根据 引 理 9.2,2， 存 在 BE S,*， 使 
me(to) (te) —V (t.)). (9.2.27) 
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定义 
A=W (4) TZ, -V t)), 
则 显然 ?9(Y) 六 0， 并 且 由 27(%) 的 定义 可 知 Mio) 一 0。 若 fc(0,1)， 
NU DHH (to) O, ht % 20. FÆ 
WW (Ito +H zwelt) -V (to)) O, 
VOW (tio) TZ - (to)) =, 
POW (to) T V te. 
IA NN (H.), (IH), WB 
OSPF” (to) T nalto) = to) 
SWS (to, V Godt Zult) , (te T2 alto )) 


—f(toV (te), (to). (9.2. 28) 
但 由 f 的 拟 减 性 可 知 
PCF bo Vio) (to)) 
VJ to W(t) + 2naylto)s 
Wit +2! na (to)). (9.2.29) 
(9.2.28) 式 和 (9。2.29) 式 是 矛盾 的 。 


At =0, N 
CO) T -“ D 20, 
注意 到 假设 ( 互 ;)， 可 得 
BO )) <0 
(9. 2. 23) K. Hf, tml HN KFH. RRA 
ENA RIL. WES. O 


9.3 上 下 解 方法 


本 节 利 用 上 下 解 方法 研究 Banach 宝 间 中 的 两 点 边 值 问题 
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u” =f (t, u, u“) (9.3.10 
Bou = dοαe - Hou (O00 = 
8 
的 可 解 性 。 本 节 中 将 假定 FECCIX EXE, EJ (IC, 10), 
ae, Po 0, a, 20, Ai NO P 是 E 中 的 欠 (不 假定 有 内 
K), Sc H=), 使 P 可 以 由 S 生 长 ，S* 表示 S 在 
Ef N FN . 
本 节 中 我 们 将 使 用 9,2 节 中 的 假设 (H1)、(H,)、(H,，)， 
并 使 用 下 列 假定 ， 
(HH,) 存 在 hECLR;,P)， 使 得 对 一 切 pES， 当 1E1 。xEP， 
V (t) c (t), «CEA 
(t, x, x 0 CH ; (9.3.3) 
CH )FENEP, ANN HES, H 


oN) sds > (We) ino (t ) 
5 pCh(s)) aoe ming Y), (9. 3.4 


Herb CA) = max (l (00 - C1) 1, (1) -N 
I 9. 3. 1 XHR (H.) (HD NN. 又 设 xEC 0 ,已 ] 
BH NA (9. 3. 1), (9. 3. 20 ff , V (t) S (t). NN 
任 给 gES，tEI， 有 
jocx (t)) V). (9.3.5) 
这 一 引 理 的 证 明 与 有 限 维 空间 的 证 明 完 全 类 似 ， 请 参见 
Chandra, Lakshmikantham 和 Leelat1), 
定理 9,3,1 BHR ~H MU NME N HN 
RRA, BMA 
a( fC x Ax B))<kmax{a(A),a(B)}, 09. 3. 60 
其 中 c(*) 是 非 紧 性 测度 kA MN. XK 
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(9.3.2) 


2kM ,一 1， (9.3.7) 
HPM ,由 (9.1.13) 式 定义 ， 则 边 值 问题 (9.3.12 和 (9.3。2) 在 
CLU, EI Bp BF R(t) ,满足 

Y [NC H, (i), Viel, (9. 3. 8) 

证 根据 定理 9,2,4,， Y (ty) (t) (YteI). IH. 3.1 
H NAS, tEI, (9.3. S) KMM. MN EP, W 44 对 任 
SES, A 

NOD max ((V), max|pV "(|, max ()]). 
Nd No. XIX Ex E EH AKN Fe A F. Met, x, æ“) 
EI XEXE, 4 

Fe(t, x, )(, x,), (9.3.9) 

其 中 x! ff 
pld) HY Ye d), 
p ( = , F- S ο ,, (9. 3. 10) 
. d), HY Y Cd) 
K, KGRNAS, cg PH SEN, 故 易 知 H (9. 3. 10) 
式 可 以 唯一 确定 正中 的 一 个 元 素 x “。 
FI F (t, x, x Se MRR PC x, x ) F: N (t, x, x) 
EIX EXE, Ft, x, æ ) NN HSG, A 

SF (t, x, x)) 

(C Fe(t, T, /) + PIED Hoc . 
Ft, x, x ), HY (t)) ) S (i)), 
nox — (t)) 


Ft, * + layer? HPLP Hs 
ANDY O 
CET UM. <1, (9.3.11) 
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x 由 

t)), FN D Y H), 

PCH) = loca, FeV O))<o( 1) pW 9), 

pV (t)), HA) CV (t)) 
N, NN N HEIN (t, x, x) EI * EXE, Ft, x, x“) N 
RE, ARME PREM, HAC xX E E. ENA 
FAW, Bm, WEPHEPARRANB, BA 

aC FCI x Ax B))<Ch+n)max{aCA),a(B)}, 

注意 到 (9.3.11? 式 ， 由 定理 9.1.2 可 知 边 值 问题 


„ 
ox = bo, Bix b! 
至 少 有 一 个 解 xEC v, E). FHE 
VO<xO<wW), viel, (9.3.12) 


BEV <x) (1E7) 不 成 立 ， 则 根据 引 理 9,2,2， 存 在 ES* 
Bt EI, 使 
mC = minm(t) <0, 


Km) =p. BEO), MA (t. = 0, 
m“ ( % . TE i 
pCt.) -V (to)) KO, P (to) 一 六 (to)) 一 0 
px" (to) VO (t.) O. (9.3. 13) 
H (9. 3. 50 RATS | Cx / (te)) , M 
VV "Cty -D Ct, Vt Vt) 
F (to, x(t, (to) 


=H ci, Vote p, VC , Ct) 
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nV (fo) =x) | 
LECCESE) J 


注意 到 VANS (t.), PDDE), V (10) 
=YV’), 故 由 /的 拟 减 性 知 

WCGt XE) X Cho IPC G SV (to), (t)), 
从 而 


VEE Yat > nV (to) — x(t )) 
G a ACD Po. 


此 与 (9.3.13) 式 矛盾 。 

Hto =, Mm“ (t O, Byxor (O00 O. 由 边 值 
RAB V <b AB x=b, MU B(x’ —V’)) <0, HO, 
故 必 有 Px (O)) = (00), M HN $V" CO) -x (OD eO. 
仿 #E(0,1) 的 情况 之 证 明 可 知 ， 当 如 =0 时 也 导致 矛盾 。 同 理 可 
I to - 1h NF N. AH VOSE). H N HH ii 
M ο e.. (9. 3. 12 K N. X 

x" F (t, x, x) (t, x, v). 
HCH HT MN Hf AES, N 

C (t, x, x ) SC LOG ))) 
从 而 根据 引 理 9.3.1 可 知 |o(x ()) SV) = d. 因此 
Fet, x, x“) (t, x, x“). N Hx 也 是 边 值 问题 (9.3,1) 、 
(9. 3. 2) KH. O 


9.4 多 重 解 


本 节 考 察 两 点 边 值 问题 
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一 % = f(t,x), tel; 
| (9.4.1) 


x(0)=x(1)=0 
的 多 重 解 问题 ， 其 中 =[0,1),fEC[1 x 了 ,P,P 是 实 Banach 
空间 E 中 一 个 锥 ， 假 定 

fG,0=0, tel, (9. 4. 2) 
Af. & (t) = 032 (9. 4. DK PN. RN, 

e- laeCCI. EYla Hd, tel) 
EH CCI, Ef- NH. M HNANEC CI, Eni iN (9. 4. 10 
WER, REMA (9. 4. 1) KY HO, x() 0. 

59.4.1 KJ/ECCI X P, PJ. FRENATA: 
Ax , (t, SO Cs x( SO ds, (9.4.3) 
其 中 | 


S,) ie aks (9. 4. 40 
8 == J e 
> Uas), s> 


MA: OCC, E)MO, f. H. 
(a) r «CQ 满足 Ax =, 那么 x EC CI, E) Hx 是 问题 
(9. 4. 1DE M; 
(DELEC U, EY HO. 4. DAH, ß Ax x. 
ii H M XN SLakshmikantham(2), - 
TH, HT={xEE|]x A 
B= {xECU Ellxle=maxllx Hl! (>0) 


分 别 表示 空 间 E 与 CCT,E) 中 的 闭 球 。 
引 理 9,.4.2 K ECIN P, P). 假定 对 于 任何 IOO, 在 


IPT DE-A, f HAM L. C AN 
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a(fG@,D))<L,atD), EI, DCPNT, (9.4.5) 
Nx f HI YO, NT ANON B. EHE BAT, DE 存 
在 0<&,<<1 使 对 任何 SCQNB,， 有 

a(A(S))<hal(S). 

证 易 知 ， 从 /在 7x (PMT 上 上 的 一 致 连续 性 可 推出 /在 

其 上 的 有 界 性 ， 从 而 ， 根 据 第 一 章 系 1.1.1 以 及 (9.4.5) 式 ， 得 
ac f(x D))=maxa(fG@,D))<L,a(D), 

Dcr. (9.4.6) 

HFI CPNT,) 上 有 界 且 一 致 连续 ， 由 (9.4,3) 式 易 知 算 子 4 

在 QNB, 上 是 连续 的 、 有 界 的 。 任 给 SCQNB,。 由 《9.4.3) 


式 知 ， 函 数 族 {Ax|xES} 是 一 致 有 界 且 等 度 连续 的 ， 于 是 ， 根 
据 第 一 章 定理 1.1,2 知 
a( ACS)) =supaCACS(#))), (9.4.7) 
其 中 
ACSC = { Ax) |xES, HHN CPAT tel, 
利用 (9.4.6) 式 以 及 显然 的 公式 


| *) deco C) IEI}, x€CCI,E} 


FERACE, s) 1, RNG 
a( ACS(t))) <alco{Gt,s) (s,, æ( s)) SEI, æœ)) 

<a(co{ (s, (S)) UO|s€l,xES}) 
Sa( (J (s, x()) U8|sEl,xES}) 
Sa( (Y (s, x S0) ISsEI, æœS]) 
<a(f(Ix BS Lia( B), tel, (9.4.8) 

Hr B={x(s)|sEl,xES}CPNT,. Hf He OO. FES 的 分 法 
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S= US, fief 


diam(S,)<a(S)+—2, 11,2, ,n. (09.4.9) 
N, ES, (1.2, RINSE 

O = Ki ont C.. K 1, 
使 得 

ICD, (T YH, 11.2, , 5 

t. FECHA; ,.), 11,2, · , m. (9. 4. 10) 
* R. B= U U B., RPB, (x(t) It SCI. , t.), x,). 
对 于 任何 x(), XCF) EB. (, TECN， ti, x, A ES), H 

C) - C -,) f, (t), T) 
+ {lx T) - * CE) 
Safe E- lla, — w fe 


<2diam(S 十 J CS) +e, 


从 而 
diam(B,,)<2a(S)+e, 
于 是 
a(B)<2a(S) +e, 
根据 e 的 任意 性 ， 即 得 
a(B)<2a(S), (9.4.11) 


F, (9.4.7), (9.4.8) NR (9. 4. 11, 48 
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a(A( S)) K Lia( S), Sc. 
由 此 ， 注 意 到 假设 条 件 o Lc, I- A ON B. 上 的 严格 
EN NMT. iE. U 
引 理 9.4.3 KK TBanach E HX IMA, 
K,r={xEK |r<||xl|<R}, Rr 0. 
A- K. K 是 一 个 严格 集 压 缩 算 子 ， 并 且 下 列 两 条 件 之 
一 满足 ， 
(a)Axx, VxEK, |x| =r; Axx, VK, f= R. 
(bo Axx, VxEK, *r; Ax%x, VxEK, l= R. 
NU ATK, HH RD>RA—AR AR, 
IE EN S Wl, Potter (10 Cac HGaticaſ( 10. 
现在 ， 我 们 列 出 以 下 将 要 用 到 的 一 些 条 件 ， 
(H:) fECtlxP, P), Ft, ) . f 4E fy l>0, JE 
IX TEA, HE OL. 
aF (t, D) SLia( D), tel, DœpP O.. 
(H.) ASP, ||x||->0 时 ， il er 一 致 直 
FF. 
(Hs) 当 xEP， fal- nf, iol el 
致 趋 于 零 。 
CH ,) 存 在 0 过 a<B 二 1 及 $EP* 使 得 对 于 x 守 0 有 $Cx)>0 并 
且 当 xEP，|zl>0 时 -0 -关于 bla, 一 致 趋 于 
+o, 


CH 5 )FFEEO<a<B<KARGEP* fF BM Fx > 04 bCx) > OE 
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HY ep, |x| >-+ cont SLE) A Tela, p) AF 
+o, 


He Ee , sup, „ FE 0H. HN 
te I, xe PT 


是 锥 二 的 正规 常数 〈 当 使 用 条 件 ( 互 es) 时 ， 我 们 假定 己 是 正规 
ß, ENTE NV OHV N YH NH VIH. = . A f 
正规 性 的 详细 讨论 ， 人 参看 郭 大 钧 [1])。 
定理 9.4.1 BHEPHRIEMM BAAN) 满足 。 如 果 条 件 
CH ORCH ERA ACA OR, UR H In 
题 (9.4.1) 至 少 具 有 一 个 正解 。 
证 对 于 任 给 的 0<ce<p8<1， 易 知 函 数 (9。.4.4) 满 足 
Get, O ), t, sea, f) (9.4. 12) 
(t, s) 2a(1—A)G(u,s), ted, p), u, sI. (9.4. 13) 
事实 上 ，(9.4.12) 式 是 显然 的 〈9.。4.13) 式 由 下 列 两 式 推出 ， 


t€la, BJ Gt, 8) 
(1) 01 -s), ABS =I 
-ka-omu-v>a1-p, Fa cs (g; 
8(1— ) 2 (1—-)s, HOS s Sa; 


G(u, s) (1-5), u, sel. 
N 

K={x€Q|xt)2ali-—A)x(s), fECa, G), SEI). 
AM, K&CCI, Ef- + it H K CO. 对 任何 xEQ， 由 
(9.4. 13) K K. ö 


tel a, H- Ax(t) = f Gt, f (s, x ds 
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>a -0 f, Gu, s) fC, cds 
=a(i—f)Ax(u), ul, 


MAxXEK, Mit 

ACK)cK, (9. 4. 14) 
RN HSC ACA ME. R 

M>[a(1 一 OO 一 xc)] (9.4.15) 


(Hs), FFET> Oſck 
(Ft, x)) S MO), xP, lr, te Ca, ) (9. 4. 160 
现在 ， 对 于 任何 
R>Nr(ali-f))"', (9.4.17) 
我 们 验证 
Axx, xEK, xc = R. (9. 4. 18) 
XX. E., NFF HHN EK, ||xolle= REAL Sx N 
* ()Sali—f)x(s), fEC u, p), sEI, 
从 而 
N\lx l>a- Alx Cl, f€la, f), sel. 
由 此 ， 注 意 到 (9.4。17)? 式 ， 得 
minja -E, e AAPOR oe, 


(9.4.19) 
又 ， 根 据 (9.4.12) 式 ， 有 


B 
(Ela, D, (> Ax DS | GC, s)f(s,x%.Cs))ds 


g 
2ali—f) | f€s,%.Cs)) ds, (9.4.20) 


于 是 ， 由 (9.4.20)、(9.4.19) 以 及 (9.4,16) 诸 式 ， 得 


月 
b, Ba Addl S c, x, (de 
8 
=a(1—B)| SCs, , (D 


>a -p| AG (Ao (S)) ds, 


从 而 
{$x rdt>a(1~A(B—a) M |" gads 
(9.4.21) 

容易 看 出 
. oc d=. (9.4422) 


事实 上 ， 若 | Sx dt=o, Mc. CHD o, AT 
H HEC a, NW. HY ERK, RA (S) =- H SET 成 
立 ， 从 而 上 xollc = O, EHC RFE., We (9.4.21) K 
(9.4. 220 K 
al1—fX f —a)M S1, 

此 与 (9.4.15) 式 矛盾 ， 故 (9.4.18) 式 成 立 。 

-H, MAN NN (H. KFC, p , HAG Orr 

, 0 lel, xe, fa cs, ET. (9.4.23) 


现 证 ， 对 于 任何 0<r<6， 有 


Ax , x EK, f ſſe r. (9. 4. 24) 
A. E., HH EK, |lxillo=rtiBAx,Sx,, ÆR 
maxi, ) 4, 9.4. 25) 


我 们 有 
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TONN GCs) f(s, x, (S)) ds 


, Ce, . (Md, EI, 
0 
HR (9. 4. 23) K, 19 
laos Me, x, Clds< | le olds 


le, e. tel, 


itll x Ney IE fair. 109.4, 24) N. 

根据 引 理 9.4,2， 在 开 ,s= {xEK ITS H&H R) E., AR 
格 集 压 缩 算 子 。 由 (9。4。.14)、(9。.4.18) 以 及 (9。4.24) 诸 式 并 利 
用 引 理 9,4,3， 知 4 在 K,,s 中 具有 不 动 点 ， 根 据 引 理 9,4,1， 此 
不 动 点 即 为 问题 (9,.4.1) 的 解 。 

HRH. AH, WE M, W H X & f . H X N. 
(9. 4. 180) K Hf I Ff HR, ACA ORME. F 在 6>0 使 对 
任何 0<r<6， 有 

Axx, xEK, llc r. (9.4.26) 
BAW, (HI), PED ORB 
IEG ) ll, EP, fl, tel. (9.4.27) 
X, HRECT), F 
sup{|| fE, x) || |tEl ,xEP NT }=r<+oo, (9.4.28) 
由 (9.4.27) 式 和 (9.4.28) 式 ， 得 
U, Ula r, xP, teI. 9.4.29) 


注意 到 (9.4.297 式 和 (9.4。.25) 式 ， 利 用 建立 (9。4。24) 式 时 所 使 
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用 的 方法 ， 即 可 得 知 ， 对 于 任何 R> 上 Nr， 我 们 有 
Axx, xEK, x= R. (9.4.30) 
H, H (9. 4. 26), (9. 4. 30) 两 式 并 利用 引 理 9. 4.3, H -A 
K. 上 具有 不 动 点 。 证 完 ， 
定理 9.4.2 KR PN EME, FH. & IF (Hi), (AD, 
( 矿 s) 和 ( 态 。) 满 足 。 则 两 点 边 值 问题 (9.4,1) 至 少 具有 两 个 正 
Mx, Hæxz, 满足 
0<<||x:|<7<1xilce。 (9.4.31) 
证 BERCH, tla, OCC HCI) MPEP E 
RECH aCe’. B’ Oa <P’ <1) Fld’ EP* Hi N. 
K ={xEQ| x4) 0 HDs), t€la,f), SEI], 
K / = (eO - EH xls), ECA“, 5.9, EI). 
象 定理 9.4,1 证 明 中 一 样 ， 我 们 可 证 


AUK) CK, ACK' CK (9.4.32) 
IFA er, RER>n>r> OH M 
Ax gx, xEK, |x| R, (9.4. 33) 
Axx, XEK, llc r. (9.4. 34) 
另 一 方面 ， 易 知 
Ax fx, xEQ, fle n. (9.4. 35) 


事实 上 ， 如 果 存 在 xoEQ，|lx。 le H. AX xX, M HCI. 4. 25) 
式 知 


b, HD ct, (s, æ (Sd 
, bee) de, tel, 
4 0 
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从 而 
Iols E f Ce, u, CDI, EL, (9.4. 36) 


Ki, RER 6), 
M= (GO1HET，xEPnT,)<- 人 (9.4.37) 


由 (9。.4.36)、(9.4,37) 两 式 ， 得 
n= Wx oll <{NM<n, 


这 是 一 个 矛盾 。 故 (9.4.35) 式 成 立 。 

1 9. 4. 2, AK. {xEK |n<|lxllo<R} ER PER 
集 压缩 映 象 ， 也 是 KK,., =(xEK’ rx EH 严格 集 压 
缩 映 象 ， 注 意 到 (9.4.32) 一 (9.4.35) 诸 式 ， 应 用 引 理 9.4,3 于 
AKMA, K.,“, WMAEK, PRAEDIA o AEK pn 
中 具有 不 动 点 xx:， 根 据 引 理 9.4.1， 此 xx: 均 为 问题 9。4。1 的 
EH, A9. 4. 35) K, Salle ote, Ue lle, M9. 4. 31) 
式 成 立 , 证 完 。 

FHN FA NAH HN FHF . E= R (" 维 欧 氏 空 
闻 ) ， 忆 = (x= (xi, „ % ER x O, 181,2, % n), 则 两 点 
边 值 问题 (9.4.1)》 变 成 


-K, F. (t, x15 „ ,), OSSH, 
f (9.4.38) 
*. (0)=x,(1)=0 (i =, 2, ), 


Hf RO SHAI, x1 O, ., , O EES. JER, HA 
Fit, O,. e, O) O. Kr, RACH BAAR, A 为 对 任 
falt EIA DC PMT, WA aa, D)) O. BS, 这 时 还 有 
Pe =P. MR RING = (1, 1. , 10, W 
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n 


2 flt, x „% n) 


p(x) yx, : 


于 是 ， 定 理 9.4.1 和 定理 9.4.2 可 应 用 于 问题 (9.4.38)， 而 N 
得 相应 的 结果 。 例 如 ， 由 定理 9.4.2， 可 得 

定理 9.4.5 NJ. AOS AI, x1 20, +, x, 205 连续、 
AE N, YF H Ff. (t, 0, , O OO S = 1,2, , n). 假定 在 
Ma, , a/, 6“, 0<a<P<i, 0<a’ CB I, HIN x, O, 
Sixt + con 
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EF. t, a. „ &,) 
An ee (9.4.39) 


关于 fasB] 一 致 地 成 立 〔 即 一 致 收 化 ) ， 并 且 ， 当 ,之 0， 
于 olf, (9.4. 300 KHE, Hoe Teta! .) 一 致 地 成 
立 。 再 假定 ， 存 在 9> 0 使 得 

Sc v a0. cini, 


O<t<i, , 0, L; ns, 


1= 1 


ISA, N M fl 5 (9. 4. 38) 至 少 具 有 两 个 非 平 凡 非 负 解 ， 
* O, &, "EC?[0,1]， 满 足 


0< max (LC af D) < < max (Cx 09“) 
<< mar 94. wi 
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做 为 特例 ， 如 4#= 1， 则 两 点 边 值 问题 (9.4.38) 成 为 


A Ft, x), O Scl 
f (9.4.40) 
x(0)=x(1)=0, 


这 时 ， 定 理 9.4.3 成 为 下 面 的 形式 ， 
定理 9.4.4 KF (t, x) OS I, OH. HEM, E 
F(t, OSO, 0<i<i, Rea, P, a’, 5“, 0<a<P<i, 

OS CI, I MN + conf 
IED 5 400 (9.4.41) 


关于 Ela, ) N, M TON (9.4. 41) 也 成 立 且 关 于 
SCA“, ). HH FHO Of 

FG, x) can, VWO<t<n, 0<x<n, 
那么 ， 两 点 边 值 问题 (9.4.40) K 有 两 个 非 平凡 的 非 负 解 
xxXCOcCC2C0,1]， 满 足 

O<maxx () = maxx (i). 

注 9.4.1 容易 给 出 满足 定理 9。4.4 全 部 条 件 的 初等 函数 f 

来 ， 例 如 

FG, x) & sinat (e- 10D“ ( 取 7=1)， 

Fot) = 3m tg LENI (GIT RT 


(* ?= 二)， 


9.5 ff K 


9.1 节 的 全 部 内 容 均 选 自 Chandra，Lakshmikantham 和 
Mitchell [1)。 与 9,1 节 有 关 的 内 容 还 可 见 Schmitt 和 
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Volkmann (1). E. 2.19. 2.3 JL Thompson (1), 
定理 9,2.4 和 定理 9.3.1 则 属于 Bernfeld n Lakshmikantham 
[1) .在 这 篇 论文 中 还 讨论 了 两 点 边 值 问 题 最 大 解 和 最 小 解 的 存 
在 性 ,与 9.3 节 有 关 的 进一步 讨论 可 见 Chandra, Lakshmikan- 
tham#ilLeelaCi), Bernfeld#fJChandrali), 9. 44 f He 
wie BRA AM Lakshmikantham(2), 


222 


第 十 章 “Banach 空 间 中 含 间 
断 项 的 常 微 分 方程 


由 于 现代 数学 和 现代 科学 技术 多 方面 的 错 要 ， 要 求人 们 对 
含 间断 项 的 非 线 性 方程 进行 研究 。 对 于 这 类 问题 ， 由 于 没有 连 
续 性 假设 ， 故 传统 的 方法 往往 都 不 能 使 用 

在 本 章 中 ， 我 们 首先 给 出 了 某 些 没有 连续 性 条 件 的 不 动 局 
定型 。 以 这 些 不 动 点 定理 为 工具 ， 本 章 对 Banach 空间 含 间 断 
项 的 常 微 分 方程 初 值 问 题 和 边 值 问题 进行 了 研究 。 

需要 指出 的 是 ， 本 章 的 结果 ， 即 使 对 有 限 维 空间 ， 也 都 是 
新 结果 。 


10.1 非 连 续 的 增 算 子 的 
N NN 


定义 10.1.1 I KX Hausdorff 空间 (其 拓扑 用 7 家 

示 ) ， 又 是 一 个 半 序 集 (其 半 序 用 “ 专 " 表 示 〉 。 如 果 拓 扑 * 和 
半 序 过 满足 下 列 相 容 性 公理 ， 

a, B., ar>a, B. P (10. 1. 1) 

(其 中 收敛 -> 由 拓扑 z SH), MERX NN NMH 

mih. 

定义 10,1.2 设 X 是 一 个 序列 相 容 的 半 序 拓扑 空间 ，S 是 

六 的 一 个 子 集 。 如 果 对 S 的 每 一 个 可 数 全 序 子 集 {x4， 都 存在 
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4 AUSF frend 及 KX, An. &, NN SX N K. 
IO. I. 85 设 半 是 一 个 序列 相 容 的 半 序 拓扑 空间 ，S 是 
天 的 一 个 子 集 。 如 果 对 的 每 一 个 全 序 子 集 4， 都 存在 4 的 至 
H M. T x,t ES RR (H vf HAN e, WEE fon} E 
{xb f x. *), IRSA PRM H Y. 
显然 ， 列 紧 集 一 定 是 拟 紧 的 ， 可 分 集 一 定 是 拟 可 分 的 。 
定理 10.1.1 KAN NENA, Duo, vo = EAN 
uo A S EX f NH, A, DAA RN. K 
(i) 存在 序列 相 容 的 半 序 拓扑 空间 了 及 增 算 子 B; D>Y 和 
增 算 子 C: (Buo, Buvo) >X, EBAN IRH 
A=CB, 
(11) Up Au, AO UO 
(iii) BCD AY PUA SWORE. 
则 A 在 D 中 至 少 有 一 个 不 动 点 。 
证 + R= D Af. 显然 uoER, W REZ. K 
J 杂 是 尺 的 任意 给 定 的 全 序 子 集 ， 下 证 M 在 愉 中 必 有 上 界 。 因 为 
B,D>Y 是 增 算 子 ， 故 (CAM ) 是 了 中 的 全 序 子 集 。 由 于 BCM DC 
BCD), AREO EEB RTE yA 在 BCM) 中 
ME. + 
21 2, Z= max f- i, Mt, n= 2, 3, 
由 于 BCM) 是 全 序 集 ， 故 诸 z, 都 有 定义 ， 并 且 fz. BUM), 
由 条 件 (Giii) 知 存在 和 fz, 的 子 列 izm! REV, 使 得 
2h 2 (10.1.2) 
Hf z. 的 定义 易 知 
21 E2, S == Sz, S, (10.1.3) 
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故 对 任意 给 定 的 io, Ai Dio 时 有 21% Den. 根据 定义 10.1.1 


中 的 (10,1,.1) 式 (N a. An . Zns B=z) 3 可 知 必 
有 n <z. 故 对 一 切 i， 都 有 


zn D 2 (10.1.4) 
所 以 由 Zn 的 定义 及 (10.1,3) 式 ， 知 对 一 切 n， 都 有 
v. Se, 2. (10.1.5) 


任 给 yEBCM), HY E BMD, NFA vn CC font, 
使 vn ->y。 再 利用 定义 10.1.1 中 的 (10.1.1) K (N d. = Ynis 
a=y, g. g A2), Be 

y<z, V yEBCM), (10.1.6) 
RN BNN NT, MCD (uo, vo), wfe} CBM) CBCD) 
C (Buy, Buo) , BY Buo Sen, Bo. FIM 1001.1 中 的 
(10.1.1) KV (10. 1. 2) K, A 2EC Bu, Bool. N Cz 有 定 
N. * =Cz. 任 给 xEM, H Bx EBM). H (10. 1. 60 式 知 
NB z。 由 于 c 是 增 算 子 , 并 注意 到 x 三 Ax( 因 为 xEM CR), 


故 
x<Ax=CBx< Cz= x, VxEM, (10.1.7) 


即 x 是 必 的 一 个 上 界 。 下 证 

xER, (10.1.8) 
Hy Buy<z<Buo, 并 利用 条 件 (11) 知 

ug <Auy=CBuy< Cæ CB = Avy EV, 

th x= CzElu, vo) =D. 由 (10.1.4) 式 及 C 的 增 性 知 

Czn<Cz。 (10.1.9 
H FI,) HM), MH N xn. QM, H Bx. zn., TER An. 
Asn, M H (10. 1. DRAN 

Xn<Axn, = CBæxn = Cn. Cz. 


再 由 号 的 增 性 即 知 


zm= Bxn,<BCz, 
ff M. 27. I Af N10. 1. 15h fh (10. 1.1) K (N d. n, d , 
g. g= BC Zz, 并 注意 (10. 1.2) K) HA CZ. FRAC 
是 增 算 子 可 知 。 
x=C Z2<CBC z= ACz=Ax, 

故 (10.1.8)? 式 成 立 ， 即 M 在 六 中 有 上 界 。 

H FM R 中 的 任意 全 序 子 集 ， 故 上 面 我 们 已 经 证 明了 R 
中 的 任意 全 序 子 集 必 在 尽 中 有 上 界 。 根 据 Zorn 引 理 ， 丸 必 有 极 
X. N x* 是 了 的 一 个 极 大 元 。 因 为 K R, H ** S AN. Fr 
* . Ax*， 则 Ax*<ACAx*) ， 即 Ax*ER 日 x Ax, x N 
Ax*， 此 与 x* 的 极 大 性 矛盾 。 故 必 有 A= Ax. iE. 

定理 10。.1。{ 保 证 了 不 动 点 的 存在 性 。 在 微分 方程 理论 中 ， 
有 时 人 们 更 关心 方程 最 大 解 和 最 小 解 的 存在 性 。 为 此 ， 我 们 给 
出 下 列 定理 。 

定理 10.1.2 在 定理 10。1.。1 的 条 件 下 ，4 必 有 最 大 不 动 点 
和 最 小 不 动 点 。 

证 令 

FixA= {xE 刀 |x 是 4 的 不 动 点 }。 
10. 1. 1 ix AK. > 
S= {Cu EX PH FRA lu, ve, 
u Au, Aus, FixAc (u, v)). 
N Des, SAE. ES 中 取 包 含 关 系 作 为 半 序 关系 ， 即 若 
LES, IJ. ES, LCI, WEX III.. FIIE SA NE FI 
有 极 小 元 。 任 取 S 中 的 一 个 全 序 子 集 (I. EN CA 为 指标 
W), HpL=Cu, v.). & M= (u. EAN), RNM NAX ißt 
的 全 序 子 集 ， 因 为 ;D> 了 是 增 算 子 ， 故 BGA ) 是 了 中 的 全 序 
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子 集 。 仿 定理 10.1.1 之 证 明 ， 取 BCM) 中 的 可 数 子 集 在 BCM) 
中 稠密 ， 并 令 
21 = t, 2 一 maX{2 -19 Yato n= 2, 3, , 
则 存在 {z,} 的 子 列 {z。》 及 zEY , (10. 1. 2 K MN. = Cz, 
则 由 定理 (10.1.。1) 之 证 明知 x 有 定义 ，x MIN EN, WE 
* Ax. (10.1. 100 
任 给 XEFixA。 Mh Fix ACI. (v aE NON 


Ua &, VaEA 人 e 
由 于 B 是 增 算 子 ， 所 以 


Bua: Bx, Vac N. (10. 1.110 
EN A2, CBM), KH (10. 1. 110 KN 1. A 
Zn Bx (10. 1.12) 


由 于 了 是 序列 相 容 的 半 序 拓扑 空间 , 故 由 (10.1.122 和 《10.1.2) 
两 式 及 定义 10。.1.1 知 Bx, Wit 
x= Cz<CBx=Ax=x, VxETixA, (10. 1. 13) 
考察 N={v。|aE 人 }， 用 同样 的 方法 可 以 证 明 存 在 YED, 使 > 
VRN FN, 
AYS Y, (10. 1.14) 
„x, VXEFixA, (10. 1. 15) 
HH (10. 1. 13) 和 (10. 1. 180 N KH =. I= (x, y), 
ü H (10. 1. 10), (10. 1. 13), (10. 1. 14) (10. 1. 150 四 式 知 
TES, RN TCI. IE ADH FR. MA Zorn 引 理 ，S 必 
有 极 小 元 。 
SU e SNR NA, N HS NA 
u“ Au, Au SU, FixAC Cu, v 
u FRN AHF N, Bl u Au, Wh A ERRET mAs 
A(Au*), f HN HAN EF ix A, HA & Au“ Ax x, M 
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fü Fix AC Cd v, NN 
(Aux, v*)ES. 

{ACu* oR EA (Au, *), IEA C, * 是 S 的 极 小 元 矛 
盾 。 所 以 起 是 4 的 不 动 点 。 同 理 * ANWR. ERB 
Fix AC Cu, *), Ku" EARR A, vt 4 的 最 大 不 动 
N. O 

NEM Banach E H, PREP, MEW TRAM 
也 导出 的 半 序 下 ，EB 是 序列 相 容 的 半 序 拓扑 空间 。 事 实 上 ， 设 
* E, , CE, \ 

*. S Yas N-, Y >y", 

则 Y. — . EP, Y. — K y* *. HHH FP HHN, MN 2* 一 x*EP， 
此 即 x*¥<y*, 

设 8 是 的 一 个 子 集 。 如 果 B 的 任何 一 个 全 序 子 集 都 是 相对 
紧 集 ， 则 由 定义 10,1,.2 和 定义 10.1,3 知 B 必然 是 拟 紧 的 拟 可 分 
集 . 因 此 ， 讨 论 如 何 判定 一 个 全 序 集 是 相对 紧 集 ,对 定理 10.1.1 
和 定理 10.1.2 的 应 用 ， 是 十 分 重要 的 。 下 面 的 定理 回答 了 这 一 
问题 。 

E10. 1.3 WES Banach 空间 ，P 是 EE 中 的 正规 锥 ,MM 
是 E 的 全 序 子 集 。 则 下 列 三 个 命题 是 等 价 的 ， 

CM BHM RR 

Gi) MEAT PORE, BN Mb N NIN (x.), 
WETE (x,) DIF II n PE if NN 

GD MAAR AMER, MEARE, 并 且 


5 
HM HH NN ARH] o WETE EE, M. D. 
证 GQ) (ii) - (iii) RN. Fm f (111) H (i). K 
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M 是 有 界 的 相对 弱 序 列 完备 集 。 任 给 内 中 的 一 个 序列 (xz 》， 令 
N= (x,}。 分 两 种 情况 ， 

第 一 种 情况 ， 存 在 无 穷 多 个 x*"EN Cm 二 1,2,…), 使 Xx" = 
infN， 并 且 对 每 个 m 2, MH x inf {N Rx? „ ., 
xn )}。 此 时 显然 有 

HE SoS coe S Sore, (10.1. 16) 
ALA PEE MH, BPH ALPEN f(x) > O, vx) 
是 生成 的 ， 即 E*= (f1—-felfi.EP*%s f:“ (S NM. K. 
Deimling( 2 ] 命 题 19.4) 。 因 此 对 任 给 FEE, 存在 f1 E, 
F: EPA, KF fi Fi. H (10. 1. 160 KA 

fx . (*. =. Sf. (x) , 1 =I, 2. 
EN (% CMBARR, (Fi GAK Co) BSE R 
中 单调 递增 的 有 上 界 的 数列 ， 从 而 都 是 RR'! 中 的 基本 列 。 所 以 由 
f=fir-f Af) HE RPM. HF 1EE* 是 任 取 
BY, MCN Ef SEAR, Ax} CM, MHM 
序列 完备 的 ， 故 必 存 在 x*EE， 使 


EG] 
XT (10.1.17) 
对 固定 的 mo， 当 m mo Hf H (10. 1. 160 KA 


Bp xf? 一 & EP, H (10. 1. 17) 式 知 xl — * mo) 8 
mo) PPAR, MPR NH, M HA — (mo) 
EP, Bl xemo <x*, Aik 
sxt, m=]; 2, e, (10.1.18) 
下 证 {x") 必 有 子 列 强 收敛 于 x* 。 若 不 然 ， 必 存在 常数 r> 
0 ， 使 对 一 切 m， 都 有 


229 


l - *r. (10. 1. 19) 
定义 
M,={x€kE | xax} 
M= = M, 
由 (10.1.16) RMM C M: C. CM. C", Af. HN Mna H 
BOK, BAMBAR, MH A n . Boy EMH, C 


ore 8 oe 
cM, a) K, MPFR, M 
* N. (10. 1.20) 
男 一 方面 ， 对 每 个 固定 的 m， 任 给 xEM,， 于 是 


O N NN — x 

《注意 《10。,1,18) 式 )。 因 此 由 号 的 正规 性 知 存 在 入 >>0 , 使 
l SN xt . 

利用 (10。1。19) 式 即 知 


l I-. 


TAC, CERN, Be 2. Sl M. E EH dd, M.) . M 


以 d (u, M) M 从 而 dCx*, M) > 万 ,此 与 (10.1.20) 
NH. Meer} N (cmd) 存在， 使 


XM) xX. 
这 表明 {x%, 有 子 列 强 收敛 于 x*。 
第 二 种 情况 ， 不 存在 xEN ， 使 xy=infN ， 或 者 只 存在 有 
限 个 XmENC 1 n mo), MK =N, 并 且 对 每 个 2 < 
MMos T inf (VN (, m2), ae, orD BY „ HN H 给 
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* EVA, N, , Nen), HAS inf Ni. N 
LOEN, 由 于 XinfN ,， 故 存 在 XEN 1, E N, 
of Pea), 类 推 可 取出 无 穷 多 个 * EMI, f 


DL e S AY), (10.1.21) 
DRA f de TNC A FT, 从 而 {x,} 有 收敛 子 
M. 综 上 所 述 ， 邮 中 的 任 一 序列 都 有 收敛 子 列 ， 从 而 M 是 相对 
K. 证 完 。 口 

XE Banach 空间 ，P 是 E 中 的 锥 。 如 果 对 E 中 的 任何 
单调 递增 有 上 界 的 序列 {x,}〈 即 存在 YEE, R 

Xa LKA LKK LLY 
满足 ， 都 必 存 在 x*EE， 使 x. , WEP 是 正则 锥 。 容 易 
WEH, EWE- EREM RRA. 

定理 10.1.4 NP Banach 空间 E HREM, MEE 
的 全 序 子 集 。 则 对 相对 紧 的 充 要 条 件 是 ，M 按 序 有 界 ， 即 存在 
* *CE I xeEE, NH ASEM, x. S x. 

证 设 M 按 序 有 界 。 任 给 朵 中 的 一 个 序列 (x.), 由 定理 
10.1,.3 的 证 明 可 知 必 存在 {x} 的 子 列 {xy， 使 (10.1,16) K 
立 〈 此 时 (x) 有 上 界 ) ， 或 者 使 〈10.1.21) 式 成 立 〈 此 时 

AFR) . Æ (10.1.16 式 成 立 ， 则 由 正则 锥 定 义 知 
{x 中 )} 是 收敛 序列 。 若 (10.1.21) 式 成 立 ， 则 对 {一 x") 使 用 正 
则 锥 的 定义 可 知 {xt2} 也 是 收敛 序列 。 这 表明 (.) 必 有 子 列 收 
S BM AMR. 

设 彤 是 相对 紧 集 ， 则 对 是 拟 紧 的 拟 可 分 集 ， 从 而 利用 定理 
10.1.1 的 证 明 方法 可 知 M 在 妃 中 必 有 上 界 和 下 界 。 故 M 按 序 有 
. L 
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定理 10,1.5 KEM Banach EH, PRE Pe, Da 
Cuo, VIE PHF RM, A. D DERAT. A FN KH 2 
一 成 立 ， 则 A 在 D 中 必 有 最 大 不 动 点 和 最 小 不 动 点 ， 

(i) ACD) HM N; 

(ii) 五 是 弱 序列 完备 的 ， 书 是 正规 争 3 

Gii) P 是 正则 锥 ， 

证 在 定理 10.1.2 中 ， 令 下 = 了 一 区， 并 使 用 定理 10.1.3 
和 定理 10.1.4 即 可 。 口 


10.2 初 值 问题 


KEE Banach EHI, T= Ca, ICR. 

*): JE. MANN HN hEE*, (C)) NJ ENU H 
WES MOE EHRT ( n K) 函数 。 如 果 存 在 J 
的 零 测度 子 集 7Vo， 使 得 x(VNV。) ERRETA, ME (f) 
几乎 可 析 的 。 若 x(1) 是 弱 可 测 的 ， 又 是 几乎 可 析 的 ， 则 称 x(#) 
是 上 的 强 可 测 〈 抽 象 ) 函数 。 显 然 ， 连 续 函 数 是 强 可 测 的 。 

NIS SPC TO, & 

L. , EIS (A (H), J >E |x) 是 强 可 测 的 ， 


并 且 lach ht ee). 
对 A C) EL, C, E], N 
ll. f lela , 


则 上 [J ,EJ 在 上 述 范 数 下 构成 一 Banach 空间 。 
引 理 10.2,1 I NEÆH NAH, 1<p<t+eoo, WLC, 
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E) 也 是 自 反 空间 ， 
X- IHRE NR. E. Edwards 1). 
为 讨论 Banach 空间 含 间断 项 的 常 微 分 方程 初 值 问题 ， 我 
们 先 讨论 更 一 般 的 含 间 断 项 的 Volterra 型 积分 方程 的 解 。 
在 本 节 中 我 们 设 
(Hi) E 是 自 反 空 间 ，P 是 E 中 的 正规 锥 ， 
(H:) f(t,x)， IKE >E = (O, 1])，f(t，x) 不 假定 连 
) ， 由 (1,x) 确 定 的 抽象 Hexmukn 算 子 
Fu= f(t,u(t)) 
把 每 一 个 连续 函数 映 为 强 可 测 函 数 ; 
(H. FHM 0 ， 使 对 任 给 x, „ESE, x>y, 有 
IG, x) - F(t, e - M(x—y), 
考察 Banach 空间 中 含 非 线 性 间断 项 的 Volterra 型 积分 方 
程 


4A N t, ofs, ute))de, IEI (10. 2.1) 


K (H) ECCI, E) 是 已 知 的 ，ACt，8) 是 定义 在 0 <s<t< 1 
上 的 非 负 实 值 连续 函数 。 

定理 10.2.1 RRR (H.) ~ (H,) MR. 又 设 存在 
uo CCI, E), v.€CU,F), uo vo HK 1 CHC, 4 


BKA ect, ps, uds, e, (10. 2.2) 


voc) (t) +| R(t, s)f(s,v9Cs))ds tl (10.2.3) 


Fu CL, II, E], Foo -= L, II, E). (10. 2.4) 
UKH (10. 2. 1 TD Cu, vo) = AuEC CI, Eju uS 
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vo)) 中 必 有 最 大 连续 解 和 最 小 连续 解 ， 
证 任 给 hEC lU, E), 考察 Banach 空间 中 的 线性 
Volterra 型 积分 方程 
a0 =A) —M |" hCt,s)ucs)ds, .I. (10.2. 5) 
利用 常规 证 法 (例如 利用 压缩 映射 原理) 可 知 对 任 给 
„ECU, E), AH(I0. 2. 50 N Aff u, EC CI, EJ. RN 
Hh=u, 
PHA, CU,F)>CU,FIBBAT. KH, h,ECU,F), 
hy Sha, HER P {gEB*|g(x) 之 0，VxEP}, & 
met) (Hh, Ct) - (HH) (t). 
HHN HI 
m(t)= C (1) =u, (H)) 


CCH CHD M | kt, edu, Ce) de) 


=h D-M | k(t, o de 
SSC C( ) - h, 4) 
N, RCt, 0 Cs) - u, (SO ds 


-M, ACt,s)m(s)ds. 


解 该 积分 不 等 式 〈 例 如 ， 参 见 V。Lakshmikantham J S. 
Leela[1]》， 可 得 
mG)=0, viel, (10.2.6) 
这 开明 对 任 给 PY, BA CH- HH) SO, NHR > 
Hr, HHN MNT. + : 
Bu=Fu+Mu, yu€CU,£), 
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Go=x(D+ | Kc, Hude, VoEL UI, E), 
C= He. 
UH (H:) B CI, Bp HHN NN A H N N. f. f xEC 
(J, E), uo curve, IH (H,) a 
Buo Bu Boo, 
从 而 O (Bu) (t) (Bu, ) (H) (BUC) (Bu) (t) (vtEI). 
因为 了 是 正规 锥 ， 故 存在 常数 mo> 0, ， 使 
(Bu) (t) (Buo) (t) H m Bu) (t) (Bu) (tI, 
I (10. 2. 4) KH BUELL, CI, EJ. H ARM DNL, II, E) 
的 增 算 子 。 由 G 的 定义 及 kts) HNA RMA. L. CI, E> 
CU ,EJERAT., ERIH ERAT, MC. L. CI, EN CCI, 
ERRAT. + 
A=CB 
下 证 
Uy Aue, AV XVa. (10.2.7) 
HN PEP*, r = (Au) (t) —u.(t)), D 
r(t) = HC (f) —u,(t)) 


CC), At, s) ((s, u. (60) L Mus (s) ds 


-uf 401,8) (Aue) (s) d- (9, 


Mn F (10. 2. 20 K, FY 
b -I, r e 
解 该 积分 不 等 式 得 r( 轨 之 0 (YtEI1)。 这 表明 对 任 给 mEP*， 都 
H Aue C) —u e O, Mit toS Aus. AW iE Au < 
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vo. M(10. 2.7) KM. 

E 10. 1. 2h, $ X= CCI, E), =I, II, E). NH 
ERARA, 1<p<+oo, PUBS) 10. 2. 11 L CI, E 
也 是 自 反 空 间 。 因 为 忆 是 正规 锥 ， 故 

Ps= uEL, CI, EY ud) , VIEIT} 
hL, CI, E) rf HHNE N AE. HN (Buo, Bye) = (uEL, Cl, E) 
Buo cu = B⁰ PHARPTAM, WMEARW. AT L, II, 
五 ] 是 目 反 空间 ， 故 凡是 相对 弱 序 列 紧 集 。 根 据 定 M 10. 1.3, 
MM 是 相对 紧 的 。 这 宕 明 [Bu。，Bv。o】 是 拟 紧 的 拟 可 分 集 ， 故 定 
理 10.1.2 的 全 部 条 件 满足 。 故 根据 定理 10,1,2，A4 在 D 中 有 最 
大 不 动 点 和 最 小 不 动 点 。 注 意 到 4 的 不 动 点 与 方程 (10,2,1) 的 
解 是 等 价 的 ， 故 方程 (10,.2,1) 必 在 D 中 有 最 大 解 和 最 小 解 。 证 
58. O 

现在 ， 我 们 考虑 Banach 空间 常 微 分 方程 

u’=f(i,u), u( OD SEE, tel, (10.2.8) 

众所周知 ， 当 f(t,4) 连 续 时 ， 初 值 问题 (10,2,8) 等 价 于 


40. f(s,u(s))ds, teI. (10.2.9) 


X f(t,4) 不 连续 时 ， 我 们 把 Volterra HY H (10. 2.9) 
的 解 定 义 为 初 值 问题 (10.2.8) 的 解 。 

定理 10,2,2 K (H.) (H:) WE. MRE, VEC 
CJ. EI Lu CCI, EI |u ÆI EERI M), u Sv WRIi<p< 
十 co， 使 得 


| wot) (t, uo ()), viel 


Uo(0)SXo3 


(10.2.10) 
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vo (D Df G, v), viel 
(10.2.11) 


UO ex 
Fu EL, II, E], Fv EL, II, E). 


则 初 值 问 题 (10.2.8) ÆD= (uo, vo) 中 必 有 最 大 解 和 最 小 解 。 
证 由 (10,.2.11) 式 知 


15 (t) Tue (0) +f" f(s,uo(s)ds 


<+ | F(s, uo (S)) ds, EI. 


H (10. 2. 120 KA 
v. (DS. S FCs vo (S)) ds, t€l, 


故 由 定理 10.2.1《〈 取 Kt, s) 1.) 知 定理 10.2.2 的 结论 成 
W. U 


10.3 X% HM 


本 节 考 察 Banach 空间 中 含 闻 断 项 的 二 阶 常 微分 方程 两 点 
边 值 问 题 。 令 
Lu - ((f) u! (t)) +q@uG), O SiS 1, (10.3.1) 
其 中 b(t) EC CI, R.), pt) Y O (vtEI), (t) CCI, R), 
q(D> OCVIEL), ECL, E). A | 
Lu= F (t, u), tel, (10.3.2) 


0 au , eν C0)= 0 
aiu(1) Bu’ (102 0 (10.3.3) 
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其 中 a0, B = 0, 1 0, b> 0, a . g 0, ait 
bix O. 


定理 10.5.] 设 810.2 中 的 假设 ( 互 (H.) (H:) 满足 。 
又 设 存在 Uo „EC LI EJ, t43 Wo S9, 


Luo <f (i, uo (t)), EI, 
(10. 3.4) 
Boho (0+ Bou =, a1 (1) THB (10 <0, 


Lo, (i, vo ()) 
(10.3.5) 
AV (0) ＋ C0 , ai vo C1 (10 20 


Fu EL, II, E), Fo EL, II, EY, (10.3.6) 
HH 1 <p<+oo, M ff (10. 3. 2) 和 (10.3.3) K H 
D- (uo, vo = KueC CI, EJ |us<ux<vo} 中 必 有 最 大 连续 解 和 
最 小 连续 解 。 

证 $ Fit, u) (t, u) Mu, HAMA (H,) M. Hf 
(H,) M F (t, WRT u eH, $ Liu= Lut Mu, M 
(10. 3.2) 变 为 

Liu Fi, u). (10. 3. 7) 
故 不 失 一 般 ， 我 们 可 以 假定 Ft, u) 关于 4 是 增 的 (否则 用 方程 
(10.3.7) 代替 方程 (10.3.2) 即 可 )。 
令 k(t,s)， XJ->R'! 是 一 维 空间 两 点 边 值 问题 
Ln=(— p0)n’G))/+q@n@=0, 0<t<1, 
(10.3.8) 
a) + Bon’ O= O, q) TH a= 0 
(10.3.9) 


(其 中 IECC7 ,R'3, 下面 了 将 依 它 所 作用 的 函数 是 取 值 Banach 
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2 NEIN HN f YE (10. 3. 1) KA (10. 3.8) BEAR 
意义 下 被 使 用 》 的 Creen HH, MA 0 O. TE, 边 
值 问题 (10.3.22 和 (10.3.3) 等 价 于 积分 方程 

u(t) = | “RG, s) f(s u(s))ds, (10,3.10) 


事实 上 ， 边 值 问题 (10.3.27 和 (10.3.3) 等 价 于 对 任 给 EEx, 


有 
Læ(u(t)) (t, u(t)), O<t<1, (10.3.11) 


@oP(uC0)) + fom’ (uC0)) = 0, (10.3. 12) 

,)) TH ( = O. 
积分 方程 (10,3,10) 等 价 于 对 任 给 EE, N 

ou)= | AG sdpCfGs,u(s>ds, (10.3.13) 

众所周知 ， 当 EH EH, NH A(10. 3. 11) (10.3. 12) 
与 积分 方程 (10.3.13) 是 等 价 的 〈 它 们 分 别 是 一 维 空间 中 的 边 
值 问题 和 积分 方程 ) ， 从 而 边 值 问题 (10.3.27 和 (10.3.3) 与 积 
分 方程 (10,3,10) 是 等 价 的 , 同 理 可 证 (10,3,.4) 式 与 

WCDL bet, ) fes, uce)de 
ür, (10.3. 50 K f 

v. He kt, ce, u. Ce de 
等 价 。 在 定理 10.1.2 中 ， 令 BF, Ch 

Cu= | RCt,s)uCs)ds 


定义 ，4=CB， 则 定理 10,1。2 的 全 部 条 件 满足 ( 参 考 定理 
10,3.1 的 有 关 证 明 〉。 从 而 根据 定理 10,1,2， 积 分 方程 (10.3。 
10) 在 D 中 有 最 大 连续 解 和 最 小 连续 解 ， 即 边 值 间 题 (10.3.2) 
和 (10,3.3) 在 D 中 有 最 大 连续 解 和 最 小 连续 解 。 O 
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注 10.3.1 显然， 我们 可 以 把 定理 10.3.1 推 广 到 Banach 
空间 会 间断 项 的 椭 癌 型 偏 微 分 方程 边 值 问题 上 ， 本 书 不 再 详 
述 。 


10.4 附 K 


定理 10.1.1 选 自 孙 经 先 [3]。 与 定理 10.1.1 有 关 的 讨论 ， 
还 见 孙 经 先 [L3]、[6] .定理 10.1.3 和 定理 10。1.4 见 孙 经 先 [4]、 
本 章 的 其 余 结 果 都 是 由 孙 经 先 获 得 的 ， 其 中 大 部 分 尚未 发 表 。 
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第 十 一 章 “Banach 空 间 中 的 
12 A N 


由 于 近代 科学 技术 的 发 展 ， 在 许多 科学 领域 的 研究 中 ， 都 
出 现 了 泛 函 微分 方程 。 因 为 泛 函 微分 方程 比 常 微 分 方程 更 精确 
地 描述 了 客观 世界 ， 所 以 对 泛 函 微分 方程 的 研究 ， 不 但 有 重要 
的 理论 价值 ， 而 且 有 广泛 的 应 用 价值 。 

本 章 给 出 了 Banach 空间 中 一 类 泛 函 微分 方程 解 的 存在 性 
的 若干 结果 。 


11.1 逼近 解 的 存在 性 


HEEN Banach H, HARM T> 0 , 令 C=C[[ 一 th 
0), EJ. MSC, && 
el 一 sup ocr >i, 
Af XN E if f N. NFNE IRH -NH TFK. K 
C,={pEC|p(0)EF}, 
C= (veC ICF, Ct) ECO, yiEl—1,0)}. 
显然 Cs 和 Cs 都 是 C 中 的 闭 子 集 ， 
Na O, f ER, Cr. 
He (fe), A te r t te 时 ， 


so- 
9 (0), to St Stora 时 ， 
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WW yt) CCC. -r, tata), EJ. V O, fete, total, + 
Cy CH) CM {pEC] |lpo— .o =, 
其 中 YEC 由 
MT) T), Vrt<sTs0 
定义 ， 
设 fEC[R x Cr, E). 容易 证 明 必 存 在 6 >> 0， 使 得 SE 


C6)= U (x Cheb) 
1ECcto, to +a) 


上 是 有 界 的 。 下 面 我 们 指出 C ORAR., K K E, K ((., 
p.) ) Co (b), >t, ppt. HN Elio total, Cr. 
显然 我 们 有 
lot =y ello Slot -le lo. o + lolo. 
因此 对 任 给 的 e> 0， 当 n 充 分 大 时 
lot =y el eb. 
Ses o, Mn (*, EC C). 
下 面 我 们 考虑 Banach 空间 中 的 泛 函 微分 方程 初 值 问题 
* (t) (t, x.), Kio= Poo (11.1.1) 
在 本 章 中 我 们 将 使 用 下 列 假设 ， 
CH) FEC CG, tea x Cr, E), toERs, Pr€Cry d. 
b, M(M Y 1 ) 满 足 
Fd, ) H-, vt, EC. (); 
CH MEAG, PEL tot q) X Cr, 有 


lim Td CO) ift, x, F) = 0; 
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(HMH tECto, te 0 CCC), RE aP) 
<a(®'(0)) (vT EC-, o)), NN 
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lim 


E A caco) alo -, o | VEO) 
<g(t,aCP'C0))), 
这 里 a(*) 是 非 紧 性 测度 ， 
(H.) JECC, to +a) & (0, 25), R.), t, O) = O, 
u(t) = 0 是 微分 方程 初 值 问题 
u“ = t, u), ulto)=0 


hee 0 


的 唯一 解 。 
下 面 首先 证 明 方程 (11.1.1) e- 逼近 解 的 存在 性 


定理 11.1.] BHO) 满足 min ta, d). 


M 


则 对 任 给 0 <e< 1, MMC. 1 Ne N, B 
FETE RR (to- T, to 十 rj4EB 的 抽象 函数 xO), 满足 
(i) H TE (o, li- O, 1, Cf, fo tr) 9 使 得 Ooo» 


o. CO, CG. Kto Tr, Cui C. Se, . H limo, =t +r; 


(ii) Welt. r, to), AxO=oCt—-t), FA 
lx) -S) MIt -s), Vt,sElto, to Tr); 

(iii) 1 1 0, (o,, %0,EC (0), f HAHA 
RN CO., . . ] 上 是 线性 的 3 

(iv) IEC» O41), HA! (t) -F (o,, xo.) Se. 

E ”下面 通 过 对 i 的 归纳 法 证 明 结 论 。 设 0=t6。，0。<0 
C... CO, BRE, fk o. ter, FAO -r, CI LA 
定义 ， 满 足 定理 所 述 的 性 质 (i) 一 (1Y)。 下 面 我 们 将 证 明 存在 
O41 NO. X X N (O., O, J . H HK xO), 使 在 (t- x, 
o YEN Hf IN kN (1) (iv mae. N ôE, e), W 

(10 O, tÒ Storr; 
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(2) d(xo,)+ , f (o., x.), F) < 了 64 


(3) oO, 是 满足 (12、(2)7 的 所 有 的 数 中 最 大 的 一 个 。 
令 ci =0,+6, Bxl, EF, 使 
(.) Ta, F (o., xo. -& (O )||<ed,, 
由 (2 )， 这 样 的 xCo,11 ) 是 存在 的 。 对 1E[o,,0,+1 ]， 定 义 


— x(O, A0.) 9 
w(t) SEOs IAI oeh. 


容易 验证 X() FEC - r, O. 1 JEM HH RN(ii) (iv). Ff i 
* 1) M NEM (iii). k, NIA iE 
Xo ECx, [xc 一 yc . (11.1.2) 
因为 & trl EF, 所 以 OEC. H :e XI 
æo il = Sup [ACO wm TT) - 1 +. 
Ro. 之 to 十 7 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 当 7 EC 一 zz， 0) 
NHAC. TT >>#， 所 以 由 y 的 定义 和 性 质 (ii2， 有 
ECER +T)— ylen tT) =| xlo tT) - C0) 
X( +7T)—xdt) MIor Mt Sb. 
再 考虑 au<to 十 z 的 情况 。 此 时 有 
* O. 1 TT) - yo AT 
[i xlo tT -CH Mori -o Sb, 
OTT te, 
; | poloni f T-) - TT -%) = O, 
当 C Tt. 
因此 (11,1,2) 式 成 立 。 


为 了 完成 定理 的 证 明 ， 下 面 只 需 证 明 
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lim O,= 1, +P. 


1 


用 反 证 法 ， 设 lim o. Cr. Y ff N. 先 设 0> t+ 
+r。 此 时 取 I, E NMX, H o, o. tor. F 
| xo,—xorl o = sup aT) ) 
<M Oo. — 0. 
NN (xo) 是 Cauchy 序列 。 再 设 c<fh+r。 此 时 取 o< 
o<o, WA 
IxCo, TT) (Oi T) 
ICO TT - T-), BotT<ty, 
= | lxo T) -po tT =t), Fo T Ste ST, 
IKO. TT) (Oi T) Ë to SOT. 
注意 到 9p, 在 [一 +,0] 上 是 一 致 连续 的 ， 故 由 
o- xol o = Sup | & (OI TT) -& (OM TT) 
i - Xo] o> 0 (k, i>), H K f , MEE 
PECzs 使 lim xo. G. 
下 面 证 明 存 在 5E(0 e) Mio WRA i 之 i。 时 有 
(1) ca, 十 Sto tr; 
(2) d(xlo,)+dflo,, xo) F) ES. 


2 
事实 上 ， 对 任 给 A> O, 
d(x (O.) THF (o,, xo) F) 
SC p60) H, xo) f , ) 
+d(p0)+hfCo, p), F). : 
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Rixt tr-o, > 0， 使 得 


dOS f(a, p), F) &, 


th (Hz), SOM SERER., NN x , o, , 所 以 由 
f(t,%) 的 连续 性 知 存 在 ie, MAN ;之 加 时 有 


d (x( (o,, Xo» F) 8. 


因此 ， 由 6, NN E Hf nd. 6, IE H 6,-> OH. IE. U 

II. 1. I KAI. 1. 1 f, ARR (H.), (H:) 中 
C; 换 成 Gs:， 则 定理 11,1,1 的 结论 仍 成 立 。 

定理 11.1.2 BCA, (H.) ME. e,) C (0, 10, e, 是 
递减 趋 近 于 ORR. NI, (t)) U I f (11. 1. 10 Me, — 14 
近 解 序列 ， 其 性 质 如 定理 11.1.1 所 述 。 若 (, (t)] 有 一 子 列 在 
(to r, t TIE NK NF & (t), WY x(t) I I (11. 1. 1) 
的 解 ， 

证 FMM (a. ()) X NH (Hr, tor) 上 一 致 收敛 
Fx), BR &= p AW «HEC r,t tr EEZ, ie 
映射 t>x, GEC ,to 十 中) 也 是 连 线 的， NN NF «COW (In 
E11. 1. 1 RN () Hg) (o,) M (O KN, K,) =Oι 
ECO, DD . HI Xa N N (,); 因为 X, NIN NP x., 
r.) t, 所 以 对 te Ct, to trI-—- RA 


lim] æ. — n, r, ) o = O. 


由 于 xn, ra) ECr, Cr H MN, N *. Cy. 
为 了 完成 定理 的 证 明 ， 我 们 只 需 证 明 对 于 任 给 t€Ct stot 
r), A 
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| x(t) - (00 — | fCs,x)ds|=0, (11.1.3) 
0 


eto, to tr), N HMH NAn, A 
14, Js, dsf 


S (t) - , (t), (f) - G 0) — 
f fTCs), Xn res ds 
0 
+f F(r, (S), xn, (S)) (S, x.) ds. 
0 


对 任 给 n> 0 9 VETTEN), 使 当 n> NMH 
xE -, (t) || <n; 


|x. Co Fer, (s), an, .de 
to 
x. — 90 (0) — ad. | 


+| (s) (r, (S), xn, tos) lds 
to 


<Er -H Ser n; 


| Fr, (s), æn, racs)) — F (S, x,) ds In. 
0 


从 而 可 知 (11.1.3) 式 成 立 。 口 


11.2 紧 型 条 件 


本 节 在 紧 型 条 件 下 讨论 方程 (11.1.1) 的 可 解 性 ， 
11.2.1 (Hi) H: (H;), CA ORE. RSE 
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.,.. S r=minfa, 1. manti 


A (11. 1. 1 H- x (H), NXT CI- r, % trl bk 2. H. 
*) EF, vte CU, % Tr. 

证 N (e.) C (0, 1), e, -A BMBF O. (N,) DN 
lt fn (11. 1. 10 ff) es 逼近 解 序列 ， 其 性 质 如 定理 11.1.1 所 述 。 
根据 定理 11,1,2， 为 证 明定 理 11,2,1 的 结论 ， 我 们 只 需 证 明 
{x,(t)} 有 一 子 列 在 [fo 一 r，to 十 r】 上 一 致 收敛 即 可 。 为 此 ， 根 
据 定理 1.1.3， 我 们 仅 需 证 明 对 任 给 Elt to tr), (,t)! 是 
中 的 相对 紧 集 即 可 (根据 定理 11.1,.1， 我 们 已 经 知道 {x,(1))} 
是 一 致 有 界 且 等 度 连 续 的 ) 。 

定义 

(t) x,) )), VEELE fo +r) 
则 易 知 对 每 个 自然 数 &， 
PG) =, t) n S x, (v, (t)) In SE! (11.2.1) 
((x, (t) - H (r, (t), xn, r(t)) 
(Ax, (r. (t)) - Af (r, (t), xn, ()))). (11.2. 2) 
N tet, to Tr), Æ IEC Ol), WH (11. 2. 19. 


(11. 2. 2 NK, Han 
DCN -=? 
h 


Flac (. (r, C )))) -a, - 009 


Cala. Cr. DDD CEC 
Ar, (t), Xn, (000 
CC. CD -a. Ch) — hf CD sain 2722 


=E Calal aUa) 
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— hf (r, (t), xn, x. (0000 
+ Cac (* (t) - *, (f ) - H (r, (i), xn, 100). 


(11.2.3) 
NN 11. 1. 1% KE R (iv), 
lx, (t) — x. ( ) - Hf (r, (t), xn, r, (0) || 


<| (s) — fCr,C8) ,wnsracs)) lds 


十 1.5 Fr. (s), Kn, 1.5) 


Fr. (f), n, ra( f) ds 
De. + | | rs)， Xn, ty(S)) 


Jr, (t), xn, r(t)) ds. (11.2.4) 
因为 Ft, x KIA, HEHN HNO, ， 存 在 6= 4(7) 
O, KAN 
lr. (S) - r, (f) Kd, n, rs — Kn, ra( H) lo d, 

就 有 

Fer. (s), xn, r.)) F Crt), xn,radt)) l Tu. 
另 一 方面 ， 

r. (s) - r, (t) | II- sI e, Ten, 

lx. (r. (S) TT) . (r. (H) TT. 


Mlr.(s) -r. (t) IM (A＋e,), 2 1% Sr, (s) TT, 
lo (r. Cs TT -H) (r, () TT - l, Fr, (t) T Sh, 
(r. (S) TT -% - (0) TH, (To) -, ( T. (t) TT) I, 


车 to -r. T) <T <te — r. (S), 
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由 于 2。 在 【一 z,0] 是 一 致 连续 的 ， 所 以 存在 5 之 0， 使 得 只 要 
r. (SO ECF, totr), r., () CCT, to +r), 


PORRO ETEL 


就 有 
lo Dp rD, 
从 而 
lx, (r. (S) ＋ T) -&, r, (f) ATI 
e TRIO -r, (s), 
22. Ki. 一 rn(D， 
| 


+MCh+e,), to—t,t)<T <t, r, (S). 


| 


取 m=m(6) 充 分 大 ， 久 充分 小 ， 使 当 n>m), CT A 


.. le. J. Ge 
则 有 
Lle) . (i- ) - HC. t), xn, C)) 
STe. Eu n. 
因此 


Fa la. (h) . U HD Af eA, Xn, r. ()))) 


A Cf), a c) nme 


<2(27) 


从 而 
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lim Fal) 2A) AFD, xh) SAN. 


A 07 


由 ”的 任意 性 ， 可 知 有 
um Laa atA Af E Ane) 0 。 
所 以 由 (11.2.3) K, 有 
D_p)< lim 1 Ca. Cr. ))) 

FCC 

WETARRAN, XX 
Di = (n, r(t) In N]. 

下 证 当心 充分 大 时 有 

SCC (b). (11.2.5) 
事实 上 ， 我 们 有 

Cm) TT) - YT) 


H. (r(t) TT) -&, (Ho Mr Sb, ENOAT a 
= (,t) +T -O -CH TT —t,)|| a tT St, 9 
lpo (r, (t) TT --), Fr., () TT St St tT., 


取 Ôp b> 0, WERE TNO < 90d) ,就 有 
læn za) — Yll Sb 
RVS X, Mn NH 
tr. (t)] Se, Sey Cà (6), 
M ln, r.) ville Sb, (11. 2. 50 KNX. 
HCH ABE 
Det) SIG, pQ@)) 
因此 ， 根 据 定理 1.2.6， 
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DC) r (t, to, 0), 
其 中 rCt,t, 00 K 
u =(, u), ulto)= 0 
RAM. MIN (H.), (t) = 0 ik E. C 
注 11.2.1 定理 11.2.,1 中 的 假设 ( 互 :) 不 能 改 为 


lim Id , o Po 0, 
h->0t 


VPE{VEC|O(SEF ,XsEC—7,0)}, (11.2.6) 
FHH NN Hl. NEN, & 


万 = (-, 0) x 必 ln> t; n 为 自然 数 }。 


定义 
| -&, Bx<0, 
T(x) = 
0, 4x20, 
设 F. CCC - 1, 00, RR! AH FAN 
F( T (SC - 100. (11.2.7) 


则 容易 证 明 MA (11. 2.60 K. AX ENMSGECCC— 1, 00, R.), 
EF (vSEC—- 1, 00), M YO) D 0 ， 则 2(s) & (1, 0) 


LEREM, HA EC —1. O0, „ , n IRER. F 
是 ， 对 任 给 h>> O, H | 


C000: +h), F) =id cL, 7) =0 
1 
这 表明 (11.2.6) 式 成 立 ! A 0 SO, N 
LAO HASC, F= 
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F 9 10 0 时 


Acco -N. F), „ —1)<0 时 


Be (11. 2. 60 式 也 成 立 。 但 可 以 举 出 使 方程 11.1 .1) 无 
解 的 例子 。 事 实 上 ， € 
) s, YsEC~1,0), 
WIA NA (11. 1. 1 HH a), N 
& (t. F lp) =T —1)=1>0, (700 = O, 
FF. PH B N (11. 2. 0 KN NHR E (H:). 事实 上 ， 
SocCr, 0) = 1, 10-1, M 


lim L d( CO TA (Y), F) = lim Td(14 H, F) 
ho" h h->o* h 
PE i aL Soest AA 
h A 


HC DRAE. 


1, 


11.3 K K N 


本 节 讨 论 在 耗 散 型 条 件 下 方程 (11.1.1)? 解 的 存在 叭 一 性 。 
定理 11.3。1 BCH CH: CA OWE NFA Hm, 
并 且 # 满足 。 
(Hs): 对 4E[to fo ta), A 
(t, G) (t, St, (0) -O, (11.3.1) 
其 中 wp,wEC5C5)， 使 得 
(T) - TH SCO -, VTEC—7,0). 
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M H A (11. 1. 107 (t. — 7, err) 上 有 了 唯一 解 x(1)， 并 
H. 
* 1) CF, Vt, to tr}, 


Ker min da, S}, 


证 Ne.) C(0, 1), e, 单调 递减 趋 近 于 0 。 令 xn(b 和 
*, H) NMH NA L LY e, -K n e,, KKK 
Nm 11. 1. 1M . HF Nm AN, N HN te (to, to r), 
* ) EF, f) EF. (11.3.2) 
定义 
met) = x) - Cll Eltos totr) 
W (or, Oty NCo™, om, DH 
Demet) < — (f) 
Sit) —FCot, xn. o) 
+ t) -F (on, xm, on) 
+ (ot, xn, o) - fG, x ) 
＋ (or, xm, on) Ft, *, t) 
HUSO, x, ) - FE, n.,). (11.3.3) 
H 11. 1. LEE EH An AGH, EL) X Cy, l — xn, ell S 
2M dt, t- o d, 时 有 
Jet, o) (or, xn, o) Sen, 
所 以 由 定理 11,1。.1 性 质 (iv) 及 (11.3.3) 式 ， 有 
D* mt) Se, Te, ) + FCs Xa )— (t, x,). 
如 果 上 WHE x. (T) -, (T) x, (f) - &, (t), UA (He), 
可 知 
Demet) Se, Ten) Tf, mt). (11.3.4) 
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H mt). Co r, fe trj RES MM, FF AMIEL, tot 
rj\S( 其 中 S 是 满足 m(T)<m@) 的 t 组 成 的 集合 ， 它 至 多 为 
一 可 数 集 ),m(t) 满 足 微分 不 等 式 (11,.3.4)。 注 意 到 m(t。,)=0， 
故 根据 定理 1.2.6， 有 

met) Sr. (t, to, 0), EIL, fo T7), 
XK, r. „(t, to, O MHM 

u t, u) ＋ 22, e,), ulta) = 0 
的 最 大 解 。 根 据 定理 1.2.5， 当 m,n->o0 时 rut, to, O r (t, 
5, OKT tE[to ,to 十 ?一 致 成 立 ， 其 中 +(t,to,0) 是 初 值 问题 

ut, u), u( % = 0 
RAR. H (H.) M rt, to, O) = 0 。 这 表明 关于 EL, tot 
r) 一 致 有 

lim , (t) - , (f) = O. 


XH (x, (t)) Cor, fe TIE KK NYM AH Mx (t). 
AGG 11. 1.2, K HIN (11. 1. 10% F. H (11. 3. 2) 
式 知 (f) EF (vie, to r)). 
下 证 解 的 唯一 性 。 设 X(), xD, (ter, te TE 
MIA NIA (11. 1. 1 M NR, K 
x(t), KEF NBLO (0), b), VEEG ,to Tr); 
其 中 BCG (O), 0) = (K EE | llx—p. ) ). + 


met) Cf) — &) ], 
则 仿 前 面 的 证 明 可 知 对 tt, m. (T) m(-), A 
Demet) fx) — ft, 20S, me)). 


因为 mtos O, MH A1. 2. KHR N (H.) M m) 三 0， 即 
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* 1) X(). U 


11.4 Hf K 


本 党 的 结果 选 自 Leela 和 Moaurol 10 HK Lakshmikan- 
tham, Leela 和 Moauro[1)。 车 干 进一步 的 讨论 可 见 Laksh- 
mikantham JI leela (2), Webb(1), (29. 
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第 十 二 章 Banach 空间 常 微分 
方程 理论 的 茶 些 应 用 


Banach 空间 常 微分 方程 理论 在 数学 的 许多 领域 ， 例如 在 
不 动 点 理论 、 临 界 点 理论 、 特 征 值 问题 、 偏 微分 方程 、 分 歧 理 
论 等 中 都 有 广泛 的 应 用 。 也 正 是 在 这 些 应 用 中 ， Banach 空间 
常 微 分 方程 理论 才 得 以 更 迅速 的 发 展 。 

限于 篇 幅 ， 在 本 书 中 我 们 不 可 能 详细 叙述 这 些 应 用 的 所 有 
方面 ， 而 只 能 初步 地 给 出 了 Banach 空间 常 微分 方程 理论 在 临 
界 扎 理论、 不 动 所 理论 和 特征 值 问题 中 的 某 些 应 用 。 


12.1 在 临界 点 理论 中 的 应 用 


HEE Banach EH, F. ESR A- EH, HACE L 
是 处 处 连续 可 微 的 ， 即 对 一 切 xEE，f 在 x 处 都 是 Frechet 可 
微 的 ， 并 且 f(x) 在 EE 上 关于 x 连续 (这 样 的 泛 函 称 为 是 CE 
PRI). 

定义 12.1。.1 KX EE, 使 

1(xo) 一 0， 
则 称 x。 是 fC%x) 的 一 个 临界 点 。 如 果 ER, HTT f(x%x) 的 
一 个 临界 点 Xos . (x e, M S 是 f(x) 的 一 个 临界 值 。 

临界 点 理论 的 基本 内 容 就 是 研究 泛 函 的 临界 点 和 临界 值 的 

各 种 性 质 。Banach 空间 常 微分 方程 理论 ， 为 临界 点 理论 的 研 
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究 ， 提 供 了 强 有 力 的 工具 。 

为 了 突出 本 节 的 基本 思想 而 不 纠缠 于 细节 ， 在 本 节 中 我 们 
将 假定 上 是 Hilbert EH, OO 满足 局 部 Lipschitz 条 件 。 
在 注 12.1.1 和 注 12.1.3 中 ， 我 们 将 指出 在 更 为 广泛 的 条 件 下 

《 即 不 需要 假定 fC) BE AR Lipschitz 条 件 ， 并 且 在 定理 
12.1.1 和 定理 12.1.2 中 不 需 假 定 五 是 Hilbert 空间 )， 本 节 的 
结论 也 都 成 立 。 

EXI2. I. 2K R, HEE x,EE， 使 得 

F (*., , f(x, e, 
则 称 是 jx) 的 渐 近 临界 值 ，{x,} 是 F (&) 相应 于 c 的 渐 近 临 
RES. 
任 给 * SE, NE. EN MIN 


dx 

(x) 

dt (12.1.1) 
XCO)= Xo. 


由 于 一 J (Cx) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ， 故 根据 定理 2.2.2， 初 
值 问题 (12,1.1) 的 右 行 饱和 解 x(t，x。) 存 在 ,下 设 其 最 大 定义 
REXO., T). 

引 理 12.1.1 K 


c= lim f(€x,x,.))>-—o, (12.1.2) 
t->T (x9) - 0 


WT Cx, >= +00, 并 且 c 是 SOOM MILA. 
证 对 任 给 1E00,7Cx,)) (下 记 X() S (H, x00, 
A Oa) CC, x(t) 
HK () SO, (12.1. 3) 


故 F( (t)) F NHK. Ak, 
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o = (x(t)) (%), VIEO, TCx,)). (12. 1.4) 
2 0 <t, <t T (x) H, (12. 1. 3)(12. 1. 4) M H An 


t 
lect, act) lx’ lidt 
1 


. 3 
< (J) lx dt) (f =t) 

, 4 
“(Si Gere Je) c 


= Cf) fx NE —t,)3 
3 } 
< (flx) - e)’ C, —t,) 0 (12.1.5) 
如 果 T(x. << ＋ , (12. 1. 50 KMA, t, t >T) 
0 时 ， (t:) -& (0 0, 从 而 极限 


lim x(t) =x* 
t>T(x9)- 0 


存在 。 根 据 定理 2,2,3，x*E3E。 但 OEG, NV H. N 
H T (& =+, 
É (12. 1. 3) KH n 
f(xy = A, 


所 以 对 任 给 {> 0 ， 有 
| IF cae d FC —fCxC)) 


=f Cx) =f ASS C) -. 
从 而 


1. HF (Cd too, 


所 以 必 存 在 t,> 0 ,太一 十 co ,使 (x(t. ) . N NH (ct. )) 
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->c。 所 以 是 渐 近 临界 值 。 证 完 。 口 ] 

为 保证 渐 近 临界 值 是 临界 值 ， 我 们 需要 对 f(x) 加 上 某 种 
“KERE”, BIB PLS. 条 件 : 

定义 12.1.3 ECE, (fx HN, F (K.) ->0 BS 
Ax SAME I, MPI Hi ee, S。 条 件 CL 
Palais 一 Smale 条 件 )。 

定理 12.1.1 K f(x) 在 E 中 是 下 方 有 界 的 ， 则 


c=1nf (x) (12.1.6) 
EYMAR: HFF ( NIE E if f NP. S. KF, M eÆ fix) 
的 临界 值 。 

证 对 每 个 自然 数 %， 取 x%EE， 使 
„eue H. (12.1.7) 
考察 初 值 问题 

dx 

LX (x(t)) 
| dt (12.1.8) 
& OD =X. 


由 引 理 12. 1. 1 知 

0. lim F( X(, x 2e 
是 (x) 的 浙 近 临界 信 ， 其 中 xt, x", f H (12. 1.8) 的 
右 行 饱和 解 , 其 最 大 存在 区 间 为 C0 ,十 co), 于 是 ,由 引 理 12,1.1 
的 证 明知 存在 

* SLX (t, x DELO, T., 
N (x, = 并 且 

1 


CSC (x,.) (N S — : 
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令 n>co， 即 知 c 是 渐 近 临界 值 ， 并 且 {x,} HN F o 的 渐 近 
临界 点 列 。 
车 f(x) 在 E 中 满足 P,S .条件 ， 则 显然 {x,} 有 一 收敛 子 列 
{xn} WRF SE N E, Hf 
fx*)=lim F(xn,.) =e 
Ff’ Cx*)=lim f’(xn,)=0, 
从 而 c 是 fOOM H A H. Es. U 
E12. J. 2 设 D 是 E 中 的 开 集 ，x,ED，x,EE\D, 满足 
inf f(x)>max{ftx,), fCx,)}, (12.1.9) 
HPODEDEE PHAR. + 
Sh (t), (0,1) > EZ] O=, h1)=%x,}, 


e=inf max, fCh@)), (12,1.10) 
ic 是 渐 近 临界 值 。 若 又 设 SOE PREPS KHE, Nc 
Cx) 的 临界 值 。 

证 显然 
inf f(x). (12.1.11) 


令 U 是 天 ={xEEB1fC(x)<c} 中 含有 x1 的 道路 连通 分 支 ， 则 UU 
是 E 中 的 开 集 。 并 且 容 易 知道 
x,€U, (12.1.12) 
{EA x,。EE， 考 察 初 值 问题 (12.1,1)。 令 x(t,x。) 是 初 值 问题 
(12,1.1) 的 右 行 饱和 解 ， 其 最 大 存在 区 间 为 [0,7 了 C(x。))。 令 
U* 二 {xoEEB| 存 在 1'EC0,T(xo)), Ex x, EU}, 
根据 Banach 空间 党 微分 方程 解 对 初 值 的 连续 相依 性 定理 GE 
理 2,.2,3)， 易 知 U* 是 忆 中 的 开 集 。 下 面 证 明 
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* , (12. 1.13) 
inf f(x)=inf (&) e. (12.1. 14) 
党 & E 


x CD 


Wi (12. 1. 13) K. ARIE, H x; EU, MN ECO, T(x.)), 
tdi x(t’, X ) C. ERA EU NEH“ ECO, “), K*, 
& 2) CON. Hf (12. 1. 30 K HA F (x(t, x. )) f N N Dr 以 
o= fC xt” x.) Sf Cx) 
Sint f(%)<e, 


产生 矛盾 。 故 (12。1.13) 式 成 立 . 再 证 (12.1.14) 式 .因为 x,ELU*， 
* EU*, Woo FEA f x! Al x: 的 道路 hEB，{h(1)1tEL O, 
13 AAU Fd, MA 
inf f(x)<max FCG), 
SLO. 1 


x Co 


从 而 
inf f(x)<inf max fCh(t))=c, (12,1.15) 
4855 hEW tel. 10 
inf f(x)<e, (12.1.16) 


& EC 
则 存在 x*E0U* 及 x* 在 EE 中 的 球形 开 邻 域 广 (x*,6)， 使 对 任 给 
XxEV(x*,，6)， 有 (Y) Cc. 取 x/EVC(x*，60)NU*。 注意 到 
(x, ONU=¢d, Kx’ EU, 但 由 & EU 知 存 在 t ECO, 
T(x/)),， 使 & (fr, x EU, MM HFT ECO ,), 使 x(t,， 
* O. HF F(x(t, x Fe tA a AB, i 
c= fCxCt, XDS SIKE. 
产生 矛盾 。 故 (12.1.16) 式 不 可 能 成 立 。 因 此 ， 由 (12.1,15) 式 
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即 知 (12, 1.14) ARS. 
任 给 x,E90U*， 考 察 初 值 问 题 (12,1,1)。 下 证 

{xCt,X0)|tELO, TCX.) CoU*, (12.1.17) 
Nik R, R(12. 1. 17) 式 不 成 立 。 则 存在 ECO, Tx), 
fi xCt,, xo) SOU, HOHE NA XC x SU, Wx, 
xo) EE\D*, 因 为 E\U* 是 E 中 的 开 集 ， 故 根据 Banach 空间 常 
微分 方程 解 对 初 值 的 连续 相依 性 定理 (定理 2.2,3), 对 x(t Xo) 
的 某 一 开 邻 域 CEU*, BRE x H BN CE, 
得 只 要 xe, NN EN N 


| — =- f'(x) 


x(0) =x% 

0 HHH x(t, x h, FAN ECO, T( %)), K (, 
x EU, CEANU*。 我 们 可 以 选取 xos HR xoE€V NU*， 但 因 
为 YeELU”， 故 对 一 切 4EK0，7 4xo))，x%Gt，Xo) EU*。 此 与 
x(t! x) CEN. Mn HH (12. 1. 170 KM. H (12. 1. 
16), (12. 1. 17) 两 式 并 仿 定理 12。.1.1 的 证 明 即 可 知 c 是 f(x) 
的 渐 近 临界 值 ， 并 且 当 f 满足 PLS ,条件 时 ，c 是 fC) 的 临界 
值 。 证 完 。 口 

注 12.1.1 在 定理 12,.1.1 和 定理 12,1,2 中 ,假定 也 是 
Hilbert 空间 ， 并 且 f(x) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 .事实 上 ， 
这 两 个 限制 都 是 可 以 删 掉 的 。 设 五 是 Banach HH, f ,E>R' 
ECM, feeconst, S K={xEE|f’(x)=0}, X=E\K, 
可 以 证 明 ， 必 存在 算 子 vu. AE, WE 

(1) JDA Cx, VE; 

(ii) Cf’ (x), ()) > ODl, VXEX, 
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(iii) "是 局 部 Lipschitz 映射 。 
满足 上 述 条 件 的 算 子 v 称 为 是 (x) NN b A T.. I v 代替 
FCC, NMH 


dx 
— <= —v(x) 

| dt (12.1.18) 
& (O) S. 


则 利用 与 定理 12.1.1 和 定理 12.1.2 本 质 上 相同 的 证 明 方 法 《〈 除 
了 某 些 细节 性 的 变动 外 ) ， 可 以 证 明 对 任意 Banach 空间 中 的 
C! 泛 函 f(x)， 定 理 12,1,1 和 定理 12,1,2 的 结论 都 成 立 。 其 详 
细 讨 论 可 参见 郭 大 钧 (1), 

下 面 我 们 仍 假定 E Æ Hilbert HH, f(x), E>R' RC 
函 ， 满 足 局 部 Lipschitz 条 件 。 设 内 是 五 中 的 凸 闭 集 ， 这 H, 
我 们 不 假定 对 有 界 ， 也 不 假定 录 有 内 点 。 把 1(x) 表 为 


I= (12.1.1090 

的 形式 ， 并 令 
Au =/ (u). (12.1. 200 
定义 12. 1. 4 MRI (12. 1. 200 式 确 定 的 算 子 4 满足 
AHCI, (12.1. 21) 


则 称 f(x) FEM EWE Schauder 型 条 件 。 
引 理 12.1.2 f(x) MEN Schauder MAH, 设 
% SM, x (F, MH NA (12. 1. 1090 Aff, C0, T (& d)) 
是 x(t,x。o) 的 最 大 存在 区 间 , 则 
((H, Xo) [ELO TCX CMN. (12.1.22) 
证 K (12. 1. 22) 式 不 成 立 . 令 
t*=sup{tI X ECO, ), xx EMH). 
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WA 0 SM T (x), H x(, x, EM, BR 
j dx g 
| ae (12.1.23) 
x€o)=xCi* x5). 
AME TAR, AMCM, Hf HN xEM,0<A<14 
* ACO -C (Ax - *) 
=AAx+(1—-A)xEM, 
所 以 d(x+AC—f'(~)), M) O. FH, MEAXEM, A 


lim LdCx+A—f’ M= O. 
入 一 0+ 4 


根据 系 2.3,1 (KNV (A) EAM Lipschitz 条 件 ) ,存在 
O> 0 ， 使 初 值 问 题 (12,1.23) 在 [0,6) 上 有 了 唯一 解 x(t1), 并且 当 
tEL0,6) 时 x(1)EM 。 由 常 微分 方程 解 的 半 群 性 质 知 当 TEC O, 
.* &) H, (, x JEM, WSO HELP. wes. U 

定理 12.1.5 ie SONEM EWE Schauder 型 条 件 , 并 且 
在 M 上 有 下 界 。 则 

Bii 

是 jx) 的 渐 近 临界 值 。 若 又 假定 /(x) 在 M 上 满足 已 ,S ,条件 ， 
EI (x.) CM, (FIDAR, F (X.) 0 AAA (, 有 收敛 子 
列 ， 则 c 是 (COM IMR. 

证 利用 引 理 12. 1. 2, ， 并 仿 定理 12. 1. 1 的 证 明 方 法 ， 
证 完 。 口 ] 

定理 12.1.4 设 f(x) EM EWE Schauder 型 条 件 , 设 DD 
是 必 中 的 非 空 开 集 ，x1ED，x,EM\D, 满 足 

inf f(x)>max{f (x), Fx, )), (12. 1. 24) 
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NOD DAN TMM, + 
P= {h(t}, CO, ID MEE [ACO =, ACL) =x, }, 
c=inf max fChC)), (12,1.25) 
he® 1€(0.1) 


Me 是 f(x%x) 的 浙 近 临界 值 。 若 进一步 假定 f(x) 在 村 上 满足 PP， 
S。 条 件 ， 则 c 是 f(x) 的 临界 值 。 
证 令 U 是 人 ={xEM1fCx) 过 c} 中 含有 xi 的 道路 连通 分 
X, MCN MEN NF R. 
O* = {x EM | FE E ECCO, T(YOO), ft xt’ x eU. 
仿 定 理 12.1.2 之 证 明 可 以 证 得 UTR MPH, EU, 
inf JD o, (12.1. 26) 


x EG 
其 中 OU* 是 U* 相 对 于 MM 的 边界 。 任 给 x eõο , 仿 定 理 12,1.2 
之 证 明 可 以 证 得 
((t, Xa JECO, TCX.) CY. (12.1.27) 
由 (12,1。26)、《12。1,27) 两 式 并 仿 定 理 12,1,1 的 证 明 即 知 c 是 
f(x) 的 浙 近 临界 值 ， 并 且 当 F (X DEM EMP. S. KFH, 
f(x) 的 临界 值 。 证 完 。 口 

注 12.1.2 KN 12. 1. 3 12. 1. 4 h, M = E, Hl 
得 定理 12.1.1 和 定理 12.1.2. 因 此 定理 12.1.3 和 定理 12.1.。4 的 
推广 。 

12.1.3 在 定理 12.1.3 和 定理 12.1.4 中 ， 假 定 了 f(x) 
满足 局 部 Lipschitz 条 件 。 这 一 条 件 是 可 以 删 掉 的 。 事 实 上 ， 
WEF: Hilbert EH, f(x), ER C ZA, MBE Py 
PAS. Be F () H WBE (12. 1. 19 RAB, Ax = (x), 3% 
HAM CM, WEER: FERS B. EE, W44 

(1) BEE be, E EMAEE |S’ (x) =0) 上 满足 局 部 
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Lipschitz 条 件 ; 
(11) BMEM, 
(ii) I- B, WAEA xEE， 有 
IEAS IE FED SEON. 
FAV ARR S OO, ZRIN 


dx _ _ 
Ta N 


& 00 , 
其 中 xoEM 。 利 用 与 定理 12.1.3 和 定理 12.1.4 相 同 的 方法 〈 除 
了 细节 上 的 变动 外 ) ， 可 以 证 明 在 不 假定 f(x) 满足 局 部 
Lipschitz 条 件 的 情况 下 ， 定 理 12.1.3 和 定理 12.1.。4 的 结论 成 
立 。 其 详情 见 孙 经 先 [1] (2) 


12.2 在 不 动 点 理论 中 的 应 用 


在 本 节 中 ， 我 们 利用 Banach 空间 常 微分 方程 理论 ， 给 出 
若干 不 动 点 定理 。 
定理 12.2.1 WEE Banach Si], DÆ E 中 的 凸 闭 集 ， 
;D>E 是 一 个 映射 。 设 存在 常数 0 < 工 < 1 ， 使 得 
A -A LH- Y, V, „SD, (12.2.1) 
并 且 


lim N dA Ar, Ds 0, VxE0D, (12. 2. 2) 
20 * 


则 A 在 D 中 有 了 唯一 不 动 点 ， 
证 考察 Banach 空间 常 微分 方程 
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dt (12.2.3) 
u(0)=xED 
根据 定理 4,5.2， 初 值 问题 (12.2.3) 在 [0, 十 co》 上 有 了 唯一 的 属 
FDI u(t, x). MIEN I> O, > 
Ux=ut,x), (12.2.4) 
WU, D+D, & 
met) = |lu, x) - u(t, yll, 
则 由 引 理 1 . 3. 2 可 知 
mi (t) Cut, x) -u, y), Ault, x) Ault, v) 
— Cult, x) -u, )))). 
<lu, x) -u, y), Ault, x) Audi, J. 
— (ult, x)— ult, y) ut, x) - ult, v)). 
<|] Ault, x) Ault, )- lut, x) - ult, y) || 
=— C1 —L)m(t), 


| d4 Fis 


所 以 
IUG = U = lu, x) -A, Sx ~ ylle -.. 
(12.2.5) 
从 而 U;D->D 是 压缩 映射 根据 压缩 映射 原理 ， 存 在 x. ED, 
使 Uxo=xo。 于 是 ws,x%o) 关于 是 以 上 为 周期 的 函数 ， 即 
108 Tt, x =, x (VSO). 由 (10.2.5) 式 可 知 对 任 给 
S S 0, A 
(s, x0 -N = juls +t, v - =Uu(s, x.) —U xoll 
<|luCs,x%o)—x e e- , 
故 u(S, x =X MM HAND -N =, MAL =x O 
下 面 讨 论 非 扩展 映射 的 不 动 点 定理 ， 
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引 理 12.2.1 KEN Mm Banach HH, DB 五 中 的 有 
界 闭 凸 集 ，A;DD->E 是 非 扩 展映 射 。 则 集合 (7 一 4)(D) 是 E 中 
的 闭 集 ， 

这 一 引 理 的 证 明 见 F,E,Browder[1) 定 理 8.4。 

12.2.2 REAN NM Banach Sh], Di E pHa 
DHE, A. DE 是 非 扩 展映 射 。 设 


lim 4 d(xt A Ax—2), D)= 0, vxeoDd, 
(12.2.6) 

又 设 下 列 两 条 件 之 一 成 立 ， 

(i) DAR, 

(11) mi & — Ax|| = 十 co。 
则 A 在 D 中 必 有 不 动 点 ， 

证 不 失 一 般 可 设 0ED。 令 4,= 4 一 二 7。 由 (12.2.6) K 
及 定 理 5,1,1 知 ， 若 PEE", P(X)=sup p(y), xEOD, W 

Ax -&) S0. 

注意 到 GED， 故 p(x) 之 0， 从 而 


(A. * =p Ax —x)— L(x) 


<-9(4)< 0 
Ff FI FES 1.14 


lim LC XT A (Ax), D=0, 
N 4 
仿 定理 12.2.1 的 证 明 方法 可 以 证 得 A, FED PARA. N 
*, -A. H Di HHN FHN. F iE x.] RN. H (i) 成 立 ， 则 显然 
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{x NR. BOR RCI Mae. EAS 
0 SENLA EECA Ax, — AD), 
= (X., &, — Ax, T A0). 


= (By, . Ad. 
<Ha? HAON, 
la. Ao. FE 
lx, —Ax. I c la. Ah. 


HAE (ii) An (x,) NN. RH 512.2. 1, 并 注意 到 


læ, — Ax All. 0, 


可 知 必 存 在 x*E 刀 ， 使 . Ax. if. UL 

下 面 利用 非 紧 性 测度 研究 不 动 点 定理 。 

定理 12.2.3 设 E 是 Banach EH, D E HN HRM 
集 ，4,D->E 是 连续 映射 ， 并且 存在 0 <k 1 ,使 对 任 给 DD 中 


的 有 界 集 8， 都 有 
al A(B)) <ha(B). (12.2.7) 
设 .4 满足 边界 条 件 (12。.2.2)， 并 且 对 每 个 xED， 初 值 问题 
du 
—— = Au ~u 
dt (1242.8) 
u(0) =x% 


至 多 有 一 个 解 。 则 .A 在 DD 中 必 有 不 动 点 。 
证 由 (12,.2,7) 式 可 知 对 D 中 任 给 的 有 界 集 8， 都 有 
a((A~I)(B)) <(k+1)a(B), 
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所 以 根据 定理 3,3.1《〈 并 注意 到 初 值 问题 (12.2.8) 至 多 有 一 个 
解 ) ， 对 任 给 xED， 初 值 问 题 (12.2.8) 有 唯一 的 定义 在 〔 0 ， 
十 co) 上 的 解 u(t，x)， 并 且 对 任 给 tS O, ，ult,x)ED, 对 任 给 
tæ O, > 

Utdx=uat,x), VXæ ED. 
WUG): D>+DEERN. HN BC D, & 

t) = α e)). 
当 H O r (FI. -C-, uJ) 

C -- 05 


=F Cate UMB) -ale th) BY} 
Saen, x) —eyu(t—h,x)| xEB}) 


<a(COU euls, x)) |xEB}) 
sEls 

=a( U {euls x) + eu’ (s, x)|xEB}) 
selh 

=al U {eAu(s,%x)|xEB}) 
SETI 

=a( U e AU (s) B) 
Se II 


<a(e'U AU (s)B)+2¢e'—e'")«sup{|| Ax|||xED}. 


sel, 


令 h--0*, % 
D-o(t) <ke' lim al U U(s) BD) RN t). 
207 Se 了 


注意 到 9(00)= 二 a(B)， 故 由 上 式 可 得 
y(t) <e"a(B), 


因此 
(t) H) <e alB), (12.2.9) 
注意 到 OTa > 0 时) ， 故 由 定理 9,1,.1 可 知 对 任 给 p> 
0，U(p) 在 D 中 有 不 动 点 Xr KN uk，,%s) 是 周期 为 bp 的 抽 
象 函 数 ， 
WR 如 > O, K p. O. 
u, (t) = u(t, x.), 


sd 
5- u,(s)ds 
Š P. J o 


u, (f) — 2, t= 0 时 
TE 

v,E+CG+1) Dn), IEC (iT 10 pas 1. H 
G= O, l, 2, sve) 得 显然 ， (办 是 周期 为 p, 的 抽象 周期 


, f. H 
v. (t) — v. (S) L I-, (12. 2. 100 


X HL= Sup AfA ED). H v., (f) HN An 


Pn 
| odiei, (12.2. 11) 
0 


manmi, tel ;一 多 :十 全 | 上 积分 恒等式 
VCE) = U, (S) ＋ Cv, (f) — b, (S0), 

JAH (12. 2. 10), (12. 2. 110 M A, 19 
Palo, (t) im v. (o) ds | 


17. A2 
ss L 
+L{ tod be. 


t- 一 一 


从 而 fo. Ce). RIM 
lim max v, (t) I= O. (12.2. 12) 

Be (a, n> 1}, C= (xp, In 1}. H (12. 2. 0 KH A 

a B)) CY et h ). 
St, a5) = 0。 所 以 {z,} 必 有 子 列 ， 不 失 一 般 可 以 
假定 就 是 {2,} 本 身 ， 收 敛 于 某 zE 忌 。 利 用 (12.2。12) 式 即 可 知 
u. (T) CO, T) E- NK NFZ. KN I u. (t) 是 初 值 问题 
(12. 2. 8) N, Hr Hut = 是 初 值 问 题 


du 4. 
T u 


u(0)=2 


的 解 。 这 表明 Az 二 z，z 是 4 的 不 动 点 , O 

定理 12.2.4 设 E 是 Banach H, DE RKA N 
A. D>EW ERR Lipschitz 条 件 ， 并 且 对 口中 的 任意 有 界 子 
EB, aB) O, A 

al ACB))<acB), 

XRAM AAN KITE (12. 2. 2). MATE D HD HN NN. 

证 R E. E (O, 10, k. 1, A. H, A R NH HHR 
0 D. Pik A. 也 满足 边界 条 件 (12. 2. 20. H 4 满足 边界 条 件 
(12. 2. 2 R EN. 1. 1 F , 2 *ED, PEE*, p(x) sup) 
NWA 

Ax -x) SO. (12. 2. 13) 

m GD . G = sup OC y)> 0 5 由 (12.2.13) 式 知 


A, x) =, AX) SE.) SPC). 
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从 而 YA. S O. HIN Ns. 1. 1 H zn A. 也 满足 边界 
条 件 (12.2.2)。 显 然 A, 也 是 局 部 Lipschitz 映射 。 从 而 H TR 
定理 12.2.3， 对 每 个 pp， 都 存在 x, CD, H =k,Axv, & B= 
{Xas W 

aC B)=aC{k,Ax,})<aCACB)), 
根据 定理 条 件 可 知 必 有 aC4B)= 0 ， 从 而 (x.) 有 子 列 收敛 于 某 
* ED. RN X ARM. U 


12.3 对 非 线性 特征 值 问题 的 应 用 


在 本 节 中 ， 我 们 总 设 妃 是 实 Hilbert RH, fe H>R', 
9 了 一 R! 是 两 个 连续 可 微 泛 函 ， 满 足 ， 
(i) M r>0, M. (XCHIF (XY r] EZER, 
GDA p>0, Ly 0， 使 得 对 一 切 wEM,， 都 有 
HFC = F CY LH- I, vx, yE{zEH [lz -u <e}, 
(iii) 存 在 c> 0 ， 使 得 
f'l) xa, VXEV, 
FAVOR, HPV =U (ee -u o 
(iv) 9 (MNBR, 并 存在 连续 增 函 数 df， KR, d(0) = 
0 ， 使 得 对 一 切 2EM,， 都 有 
lg’(x)—9/Cu)|[<dC||x—al]), 
Vx€ (2€H |||z—ul|<p}, 
定理 12.5.1 设 上 述 假设 (i)~(iv) 成 立 , 则 对 任 给 eO, 
都 存在 x. EM., 1 
90. sup g(x), (12.3.1) 
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O(x.) <e, (12.3.2) 


其 中 QQ 由 
scat (g'(x). x) 
Q(x) =9/Cx) Gao xt > & EM. (12.3.3) 
定义 。 
证 用 反 证 法 ， 设 定理 的 结论 不 成 立 ， 则 存在 eo>0， 使 
得 对 一 切 满 足 
g e e (12.3.4) 


的 xEAM,， 都 有 j|QCx)| 关 so， 其 中 sup g(x). NN N O < 
PB<eo(B 将 在 后 边 给 予 确定 ) ， 取 EM., f 


g(x, D c-, (12.3.5) 
FHRACH, H= 1. K 
(Q(x), He. (12. 3. 6) 


令 
zl 
KRST o 


考察 Hilbert 空间 上 的 常 微分 方程 初 值 问题 
x’ n Faæ, 
| (12.3.7) 
& OO S 


FIR (ii) (iii) A HFAHE NANO, 2 O, KN 
HF -F S-, 
- F x| ce, 
对 一 切 x, yE(ZEH Z- o 成 立 。 因此， 初 值 问题 


(12.3.7 al o, 如 | 上 有 唯一 解 x(t), HE 
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FID) =f), 4 (00 2 0, 
F(X (ODD =r 
a p 
N (I) (t)) r, H «Gem, (viel 0, 2£) 
令 y(5) 二 X60 十 SCX(1) - & o), MN 


0 H -C (% Y), & p tds 
=| (| OGD ds, 27x) de 


>f (0 Cx), x (r dr ot sup ) 


—9'(% Il. (12. 3. 8) 
(“Y (K O, x (r)), RATA FN r: 
- (ac r) 
e (F(x (T), x( r)) 


(9 (%), (r)) 


—_ Cf’ (x(r)), ) + 
>(QC%x0),h) pet (g’ (xe), 


((A DN ope 
nD GSES ce d 


Al FA SEA (ii) - Civ) BM RMI AN, n HI A (12. 3.9) 
式 得 到 


| 。 (42.3.9) 


((K), XDE, h) — cea lllr) xal 
S>CQCxX), h) — CCT, 
其 中 c; 是 一 常数 。 于 是 ， 由 (12,3,8) 式 并 利用 假设 (i1v)， 可 得 
G D -=- be otd loD, (12. 3. 10 
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由 假设 (ii)~(iv) 可 知 c, o, ; HNO DK. PN H RN fd 
小 ， 使 
SC eat, (Pt —ce,d(e,t,))>0. 


NH, 使 0 TH (mine, & (f:) ]), MH (12. 3. 100 K H 
& )2e—B+6G,)>c, 
EN (T) EM., WERS e 的 定义 矛盾 。 O 
利用 定理 12.3,1, 可 知 在 该 定理 的 条 件 下 , 必 存 在 EM， 
使 QC%,)->0。 在 某 些 适 当 的 条 件 下 ， 由 QCx,)->0 可 以 得 到 非 线 
性 特征 值 问题 
9 Cx AF Cx) 
的 存在 性 定理 。 下 面 我 们 考虑 一 个 最 重要 的 特殊 情况 ， 即 
f(x) =F loll? (12.3.11) 


的 情况 。 在 这 种 情况 下 ，f’(x) 二 x。 
定理 12.3,.2 ito’, HHS Blo’ PAHS 
收敛 序列 映 为 强 收 敛 序列 ) He APE EE Ad: R Rr, 
qd(0) 一 0， 使 对 任 给 x, H, A 
(&) - Cd -v 
又 设 存在 R>0， 使 
inf Co. (12.3.12) 


MFE x*EH, f= R, A0, K gatta, 
证 令 r = 也 K., Wi TCD xl EW SC), K 


理 12.3.1 的 条 件 满 足 。 故 根据 定理 12.3。1, 存在 x, EH, l. 
H, f 
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x, > 
, 2 E LE 


不 失 一 般 ， 设 . Bk B, LO wees 如 ， 从 而 
由 9 NN 

/ D- Ae 
(10. 3. 12) K ARO, MH A. (x-). ERA . N 
NM Tae, IN EINS, (xD Ae, 4H NA Nl K. iE 
58. U 


12.4 ff 注 


利用 Banach 空间 常 微分 方程 研究 临界 点 理论 ， 可 见 郭 大 
钩 [1]， 定 理 12.1.2 是 著名 的 山路 引 理 (Mountain Pass 引 理 ) 
的 一 个 变形 ， 这 里 采用 的 证 明 方 法 是 孙 经 先 ( 人 1 中 提出 的 .定理 
12.1.3 和 定理 12.1.4 是 孙 经 先 C1]522 中 提出 并 加 以 证 明 的 。 

利用 Banach 空间 微分 方程 作为 工具 用 于 证 明 不 动 点 定理 
的 工作 《〈12.。2 节 中 的 儿 个 定理 及 其 有 关 的 进一步 讨论 ) A N. 
Delmling[1]。 关 于 定理 12。.3。1 及 其 进一步 讨论 , 见 Naumann 
(10. 

关于 Banach 空间 常 微 分 方程 理论 的 其 他 应 用 ， 可 见 
Deimling(1}, Martin(1), Lakshmikantham 和 leela (2), 
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